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Chapitre 1

Réduction des endomorphismes

1.1 Rappels sur les applications linéaires et matrices

Dans la suite, on suppose connu les notions de K-espace vectoriel et de matrice. L’en-
semble des m x n matrices a coefficients dans K est noté M,,,(K) et I'ensemble des
matrices carrées d’ordre n est noté M, (K) := M, ,(K).

1.1.1 Noyau, Image et rang
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, ou K := R ou C.

Définition 1.1.1. On dit qu'une application u : F — F' est linéaire si
VIeK, Vr,ye E, ulx+y)=u(z)+u(y). (1.1.1)

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.
Pour E = F', on note simplement L(E) et tout élément de L(F) est appelé un endomor-
phisme de F.

Remarque 1.1.2.
1. L’ensemble L(E, F') est un K-espace vectoriel.

2. L’ensemble L(FE) est stable par composition, i.e.
Vu,ve€ LE), uou€ L(FE)
En effet, soient u,v € L(F), A € K et z,y € E alors
uov(Az+y) =u(v(Az +y)) = u(M(z) + v(y)) = Muov(z) + uov(y).

En particulier, v" :==youo---ou € L(E).
_—

n fois

Définition 1.1.3. Soit u € L(FE, F'). On appelle

1. Noyau de u, noté Ker(u), 'image réciproque de {0} par u, i.e.

Ker(u) :={z € F | u(z) = 0}. (1.1.2)
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2. Image de u, noté Im(u), 'ensemble des images de E par u, i.e.
Im(u) ={ye F|3xeE y=u(r)} ={ulx) |z € E}. (1.1.3)

Proposition 1.1.4. Soit u € L(E, F). Alors Ker(u) est un s.e.v. de E et Im(u) est un
s.e.v. de F.

Démonstration. On a 0 € Ker(u) et Op €lm(u). En effet, u(0g) = Op.
Soient A € K, xq1, 29 € Ker(u) et y,y’ €lm(u). alors, on a

w(Ary + x9) = Au(zy) + u(zy) =0,
=0 =0

donc Azy + x2 € Ker(u). 1l existe z, 2’ € E tels que y = u(z) et y' = u(z2’), d’'ou
Ay + 1y = du(x) +u(z') = u(Az + 2') € Im(u). O

Remarque 1.1.5. Soit u € L(FE). Alors, on a

i) u surjective <= Im(u) = F,

it) u injective <= Ker(u) = {0}.
En effet, i) est immédiat. Pour i), par définition, u est injective si et seulement si,
pour z,y € E, u(z) = u(y) entraine x = y.
Si Ker(u) = {0}. Soient alors x,y € E tels que u(x) = u(y). On a u(z — y) = 0 donc
z —y € Ker(u) = {0}, don x =y.
Si u est injective. Soit = € Ker(u) alors u(z) = 0 = u(0) donc z = 0.

Définition 1.1.6. Si E et F sont de dimensions finies et u € L(E, F'), on appelle rang
de u, noté rg(u), la dimension de Im(u).

Théoréme 1.1.7. (Théoréme du noyau)
Si E et F' sont de méme dimension finie n alors

Vue L(E F), n=dim(Ker(u))+ rg(uw). (1.1.4)

Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base de Ker(u) que 'on complete en une base
{e1,...,e,} de E. Soient G :=Vect{e,1,...,e,} et v définie par

v: G — Im(u)

Alors v € L(G,Im(u)). Soit x € Ker(v) alors x € Ker(u) N G = {0}, d’ou Ker(v) = {0}
et donc v est injective. Ainsi v est une bijection de G sur Im(u) et donc

rg(u) = dim(G) = n — dim(Ker(u)).0

Corollaire 1.1.8. Si E et F' sont de méme dimension finie et w € L(E, F') alors les trois
assertions suivantes sont équivalentes

i) u injective

i1) w surjective



i1i) u bijective
Démonstration. Par définition on a iii) = i) et i) = 7).
i)=-ii). Si u injective alors Ker(u) = {0} et donc dim(F) = rg(u), d’out Im(u) est un
s.e.v. de F' de méme dimension que F' donc Im(u) = F' et u est surjective.
ii) = iii). Puisque u est surjective on a rg(u) =dim(F) et donc dim(Ker(u)) =0, d’ott u
injective. U

Exercice 1.1.9.

1. Soit £ = F = R3 muni de sa base canonique {ey, €5, e3}. On définit u € L(R3) en

posant
u(e) = e + 2e3
u(ea) = 2e1 —ey —eg
u(es) = —ejp +ex+ 3es

Déterminer Ker(u) et Im(u).

2. Soit E l'e.v. des fonctions de R dans R et F' le sous-ensemble de E donné par

Fi={feB|f0)=f(1)=0}.

On pose
VfeE, @) =(f0),f(1)). (1.1.5)

i) Montrer que ® € L(E,R?) et en déduire que F est s.e.v. de F.
i1) Montrer que ® est surjective.

3. Pour P € Ry[X] (I'e.v. des polynomes réels de degré inférieur ou égal a 4). On
note u(P), le reste de la division euclidienne de P par X? + 1.
i) Soit P € R4[X] donné par

P(X) = asX* + a3 X? + 0, X% + a, X + ay.
Expliciter u(P)
it) Montrer que u € L(R4[X]) puis déterminer Ker(u) et Im(u).

1.1.2 Matrice associée a une application linéaire
On suppose E et F' de dimensions finies et de bases respectives
Brp:={e,....en} et Bp:={fi,..., fu}.
Soit u € L(FE, F) et x € E alors

n n
u(x) = iju(ej) oun x:= ijej.
=1 =1

Or, pour tout j € {1,...,n}, il existe a;; € K avec i € {1,...,m} tels que

m

u(ej) = Zaijfi. (1.1.6)

=1
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Soit A € M,, ,(K) de coefficients a;; alors on a

L1
u(r) =AX ou X :=

T

En effet, d’apres (1.1.6) on a

AX = Z (Z aijxj> fi= iju(ej) = u(x).

i=1 \j=1

Réciproquement, si A := (a;;) € M, ,,(K), on peut définir une application linéaire u € L(E, F)
par (1.1.6).

Définition 1.1.10. Soit u € L(E, F'). On appelle matrice associée a u dans les bases Bg
et Bp la matrice A de coefficients a;; donnés par (1.1.6). On note A :=Mat(u | Bg, Br).
Pour £ = F et Bg = Bp, on note simplement A :=Mat(u | Bg).

Définition 1.1.11. Soient A € M,,,,(K) et u € L(E, F) telle que A =Mat(u | Bg, Br)
ou B et B sont, respectivement, des bases de F et F'. On appelle image, noyau et rang
de A, I'image, le noyau et le rang de u, notés Im(A), Ker(A) et rg(A).

Remarque 1.1.12.

1. Dans la Définition 1.1.11, on identifie £ a M, 1(K) (et F' a M,,1(K)) de la fagon
suivante : si z := x1€; + -+ + z,e, € E, 'élément correspondant dans M, ; est le
vecteur colonne X = (z1 ... x,)". Ainsi on a

Im(A) = {V € My, (K) | 3X € M, (K), ¥ = AX},
Ker(A) = {X € M,1(K) | AX =0} .

2. rg(A) correspond au nombre de colonnes et de lignes de A linéairement indépendantes.
3. rg(AT) =rg(A).

Exercice 1.1.13. Déterminer les noyaux et images des deux matrices suivantes :

1 2 1 2 2
e (1) ame(122)

Exercice 1.1.14. Soit B := {ey, 2, e3} la base canonique de R? et soit u € L(R?) telle que

0 -1 1
Mat(u | B) := 1 0 -1
-1 1

Soient fi:=e1+ex+eg, foi=e —eget f3:=e; —e3.
1. Montrer que B’ := {f1, fo, f3} est une base de R3.
2. Déterminer Mat(u | B').



3. En déduire une base de Ker(u) et Im(u).
Exercice 1.1.15. Soient A € M,(R) et B := AT A.
1. Montrer que : VY € M,;(R), Y'Y =0&Y =0.
2. Montrer que : V X € M,,;(R), BX =0< AX =0.
3. En déduire que rg(A) =rg(AT A).
Le résultat est encore vrai pour A € M,,,(R) mais la démonstration en est plus com-

pliquée.

Théoréme 1.1.16. (Théoréme du rang)(Admis)
Soit A € M, ,(K) de rang r > 0. Alors, il existe P € GL,(K) et Q € GL,,(K) telles que

L 0\ 5
AZQ(O O)Pl’

ou I, désigne la matrice identité de M,.

Corollaire 1.1.17. Soit A € M,,,(K) de rang r > 0. Alors, il existe F' € M,,,(K)
et G € M, ,(K) telles que rg(F) =rg(G) =r et A= FG.

Détermination du rang d’une matrice par la méthode de Gauss

Soit A € My, »,(K) de lignes L1, ..., L,,. Si l'on échange une ligne L; de A par une com-
binaison linéaire de lignes de A de la forme al; + > i 0 Lj, avec o # 0, on ne change
pas le rang (car le nombre de lignes linéairement indépendantes reste le méme).

Meéthode. On transforme les lignes de A afin d’obtenir une matrice A’ dont les lignes L.

s’écrivent L, = (0,—,0,...). Alors, si il existe > 0 tel que, pour tout ¢ > r, on a
———
(i—1)-fois

L} = (0,——,0) on obtient rg(A) =rg(A’) = r.

Exemple 1.1.18. On considere la 4 x 5 matrice A donnée par

11 -1 3 4\ I,
Al 13 022 L
' 22 313 | Ly

04 33 1) L,

Soit A; la matrice obtenue en échangeant les lignes de A de la fagon suivante :
L2—>L2—L1 et L3—>L3—2L1,

alors

-1 3 4 Ly
1 -1 =2 Ly
-1 =5 =5 L3~
3 3 1 Ly

O OO =
= O N =
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Soit. Ay celle obtenue en faisant le changement Ly, — Ly — 2L, alors

11 -1 3 4\ L
|02 1 -1 -2\ L
2100 -1 =5 =5 | Ly~

00 1 5 5/ Ly

Finalement, L, — L4 + L3, donne

11 -1 3 4
02 1 -1 -2
A = 00 -1 =5 =5 |’
00 0 0 0

ce qui entraine rg(A) =rg(A;) = 3.

Exercice 1.1.19. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 —4 —2 —1 _;Ifg
A=10 -2 4 2 0|, B:=
1 1 -2 -1 1 L2
1 41 2
1 4 -1 2 4
et C:= 2 0 -3 -1 7
-23 2 1 4

Lien entre les opérations des matrices et des applications linéaires.

Combinaison linéaire.
Soient Bg et Br deux bases de E et F' de dimensions n et m. Soient u,v € L(E,F)
et A € K alors on a

Mat(u+v | Bg,Br) = Mat(u | Bg, Br) + Mat(v | Bg, Br)

Multiplication de matrices.
Soit G un K-espace vectoriel de dimension finie [ > 1 et de base Bg = {g1,..., 91}
Soient u € L(E, F) et v € L(F,G). On pose

A:=Mat(u | Bg,Br), B:=Mat(v|Bp,Bg) et C:=Mat(vou|Bg, Bs)

On note Bg = {e1,...,e,} et Br := {f1,..., fm}. D’apres (1.1.6), on a pour tout j
dans {1,...,n}

l

vou(e;) = Zcijgi et vou(e;)) =wv (Z akjfk> = Z ariv( fr)
i=1 k=l k=1
= Z Qg Z bikGis
k=1 =1



d’ou par identification

Cij = Z bikakj te. C= BA7
k=1
ce qui donne la formule

Mat(vowu | Bg, Be) = Mat(v | Bp, Bg)Mat(u | Bg, Br). (1.1.7)

1.1.3 Matrices inversibles

Définition 1.1.20. On note GL,(K) le sous-ensemble de M, (K) formé des matrices
inversibles, i.e.

GL,(K) :={A € M,(K)|3Be M,(K), AB=BA=1I,}

Proposition 1.1.21. Soit A € M, (K). Alors A € GL,(K) si et seulement si l'une des
propriétés suivantes est vérifiée
i) Ker(A) ={0};
it) Im(A) = M,,1(K) ;
iti) 3 Be M,(K), AB=1, ou BA=1,.

Démonstration. i) et i7) sont immédiat en considérant u € L(K") telle que A =Mat(u | B)
avec B une base de K.

ii) L'implication (A € GL,(K)=>1ii)) est évidente. Montrons I'implication inverse.

Si il existe B € M,(K) telle que AB = I,,. Soit z € Ker(B) alors © = ABz = 0 et
donc Ker(B) = {0}, d’'out B est inversible et on a BA = B(AB)B™! = B(I,,)B™! = I,.
Ainsi A est inversible.

Si il existe B € M, (K) telle que BA = I,,, alors pour = € Ker(A), on a z = BAz =0
d’ou Ker(A) = {0}. O

Corollaire 1.1.22. Soit A € M, (K). Alors A € GL,(K) si et seulement si rg(A) = n.

Théoréme 1.1.23. (Admis) Soit A € M,(K). Alors A € GL,(K) si et seulement
si det(A) # 0, et dans ce cas on a

1 -
A7l = AT 1.1.
det(A4) 7 (1.18)

avec A est la matrice des cofacteurs de A, i.e.
ai; = (—1)"det(A"7),
ot AY est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

Exemple 1.1.24.
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1. En dimension 2, soit A € M;5(R) donnée par

A:<gg).

Alors A est inversible si et seulement si ad — bc # 0. On a

~ d —c
(5 )

d’ou, si ad — bc # 0, on obtient

1 d —b
-1 _
A "~ ad —be (—c a)‘

2. En dimension 3, soit A € M;3(R) donnée par
1 0 3
A=14 5 6
7 89
On a, par exemple,
. 5 6 - 4 6 - 1 3
a11=‘8 9’:—3, CL12=—‘7 9’—67 G22=‘79‘=—12
. 10
et asz = ‘ 4 5 ‘ = 5.
Finalement, on obtient
1 -3 24 -—-15
ATl = -1 6 —12 6
-3 =8 5
Exercice 1.1.25. On considere les deux systemes linéaires suivants :
rotaz = 1 T Ty Ty T = 12
(S) T+ . 9 (S) —5$1+ZE2—2$3—4JJ4 = 24
1 xl—l—a:g _ -2 7 i 51+ 21y — w3+ 324 = 36
! 2 - 4$1+3[E2—$3+ZL‘4 = 72

Montrer que (S) et (S) admettent des solutions uniques et les calculer.

1.1.4 Changement de bases et matrices similaires

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies n et m. Soient By, B
deux bases de E et Bp, B’ deux bases de F.
On considere u € L(E,F) et A :=Mat(u | Bg,Br), B :=Mat(u | By, B’%). Quel est le
lien entre A et B?
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Définition 1.1.26.

1. Les matrices A et B sont dites similaires. Lorsque F = F, By = Bp et B, = Bl
on dit que A et B sont semblables.

2. Soit P la matrice associée a l'application identité sur £ dans les bases Bg et B,
1.€.
On appelle P la matrice de passage de la base B a la base B'.

Proposition 1.1.27. Si P est la matrice de passage de la base Bg a la base By, alors P
est inversible et P! est la matrice de passage de la base By a la base Bg.

Démonstration. En effet, soit @ :=Mat(idg | Bg, B%;) la matrice de passage de la
base B’y a la base Bg. Alors on a, d’apres (1.1.7),

Remarque 1.1.28. Si Bg = {ey,...,e,} et By = {e},.... e}, il existe a;; € K tels
que 'on a

Vie{l,...,n}, e => aye. (1.1.10)
=1

Alors P = (aij)lgi,jgn d’aprés (119) et (116)

Théoreme 1.1.29. Soit P la matrice de passage de la base By a la base By et Q la
matrice de passage de la base Br a la base B’y , alors on a

B=Q'AP.
Démonstration. Soit x € E. Alors © = z1e; + -+ - + 2, = 2] + - + 2} €l,. On pose
x x)
X = : et X' :=
Ty x
On a d’apres (1.1.10)
DR P SRR of Dl I
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
d’ou, puisque P = (ayj)1<ij<n, X = PX".
De méme, on note Br = {fi,..., fm} et B = {fl,..., f..}. Soit y € F, alors on a
y=wfit- +Ymfm=yifi + - +ypfr. Ston pose
h 0
Yi=| : et Y=
Ym Y
on obtient Y = QY. Puisque I'égalité y = u(x) s’écrit Y = AX et Y/ = BX’ on en déduit
AX =Y = QY' = QBP X,
pour tout X € M, ;(K). O
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Corollaire 1.1.30. Deuz matrices A, B € M,(K) sont semblables si et seulement si il
existe P € GL,(K) telle que A= PBP™ .

Exemple 1.1.31. Soit B := {e1, 2} la base canonique de R%. On pose

fi =cos(f)e; + sin(0)ey
fo = —sin(f)e; + cos(f)es, 6 € R.

Soit u € L(R?) telle que A :=Mat(u | B) est donnée par

(5 3)

1. Montrer que B := {f1, fo} est une base de R?.
2. Donner la matrice de passage P de la base B a B’ et P~L.
3. Déterminer B :=Mat(u | B).

1.2 Réduction des endomorphismes

Dans la suite on considere un espace vectoriel E' de dimension finie n. Soit A € M,,(K).
On va voir dans quels cas il est possible de déterminer une matrice semblable a A plus
simple, i.e. réduite (triangulaire ou diagonale).

1.2.1 Polynome caractéristique-Valeurs propres-Vecteurs propres

Définition 1.2.1. On appelle polynome caractéristique de A, noté x4, le polynome de
degré n donné par

VT eK, xa(T):=det(A—-TI,).
Remarque 1.2.2. Si B est semblable a A alors on a x4 = x5.

En effet, il existe P € GL,(K) telle que B = PAP~! donc

\B(T) = det(PAP~! — ) det(P(AP~' — TPY))
= det ( P(A—TI,)P™") = det(P)det(A — T'I,,)det(P)
= XA

car det(P~') = (det(P))”". En particulier, si v € L(E) on peut définir le polynéme
caractéristique y, de u en posant y, := x4, ou A est la matrice associée a u dans une
base quelconque de E.

Dans la suite, on désigne par u 'endomorphisme associé a A dans une base donnée B
de E.

Définition 1.2.3. On appelle valeurs propres de A (ou de u) les racines de y4. Si A est
racine de y4 d’ordre m, i.e. xo(T) = (A —T)™Q(T) ou Q € K[T] avec Q(A) # 0, on dit
que X est valeur propre de multiplicité m.
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Proposition 1.2.4. Soit A\ une valeur propre de A, alors il existe X € M, 1(K)\{0} tel
que AX = AX. Le vecteur X est appelé un vecteur propre associé a la valeur propre .

Démonstration. On a les équivalences suivante :

det(A—A,) =0 <= A—\, ¢ GL,(K)
e Ker(A — \,) # {0}
e IX e M (K\{0}, (A-A,)X=0. O

Proposition 1.2.5. Soit A € M,(K). Alors A € GL,(K) si et seulement si A n’a pas de
valeur propre nulle.

Démonstration. La matrice A a pour valeur propre 0 si et seulement si il existe X
dans M, 1(K)\{0} tel que AX = 0 donc si et seulement si Ker(A) # {0} ce qui est
équivalent a A ¢ G L, (K). O

Remarque 1.2.6. En particulier, on obtient que 0 n’est pas valeur propre de A si et
seulement si rg(A) = n.

1.2.2 Diagonalisation

Définition 1.2.7. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice diagonale sem-
blable & A, i.e. il existe P € GL,(K), D := diag(\, ..., \,) telles que A= PDP~1.

Remarque 1.2.8. Si A est diagonalisable, alors D = diag(Ay,...,A,) ou les \; sont les
valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A.

En effet, puisque A et D sont semblables elles ont le méme polynome caractéristique.
n

Or D a pour polynome caractéristique H(T — ;) qui a pour racines les ;.

i=1
Proposition 1.2.9. La matrice A est diagonalisable si et seulement si il existe une base
de E formée de vecteurs propres de A.

Démonstration. En terme d’endomorphisme, on obtient, par définition, que A est dia-
gonalisable si et seulement si il existe une base B de E telle que Mat(u | B) = D. On
note B = {fi,..., fu} et D := diag(\y,..., \,), alors Mat(u | B) = D si et seulement
siu(f;) = A\ fi pour tout i € {1,...,n}, ce qui est équivalent & f1, ..., f,, sont des vecteurs
propres de A. O

Définition 1.2.10. On appelle sous-espace propre associé a la valeur propre A le s.e.v. E)
de E défini par E) :=Ker(A — \I,,).

Remarque 1.2.11.
1. Le sous-espace propre F) est le s.e.v. formé des vecteurs propres associés a A.

2. Si A est une valeur propre de A de multiplicité m, alors on a

En particulier, si A est valeur propre simple on a dim(E,) = 1.
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On dit qu'un polynéme de K[X] est scindé dans K si il admet toutes ses racines dans K.
En particulier, pour K = C, tout polynome est scindé dans K.

Théoréme 1.2.12. Caractérisation (admis)
Soit A € M,,(K) telle que x4 est scindé dans K, i.e.

p

xa(T) =TT = 1),

i=1

ot A1, ..., N\, € K sont les valeurs propres deux a deuz distinctes de A de multiplicités res-
pective my, ..., my,. Alors A est diagonalisable si et seulement si pour tout i € {1,...,p},
dim(Ey,) = m;.

Remarque 1.2.13. Si A n’a que des valeurs propres simples Ay, ..., A, alors les espaces
propres correspondant vérifient, pour tout i € {1,...,n}, dim(E,,) = 1 =multiplicité
de A;. On en déduit que si A n’a que des valeurs propres simples alors A est diagonalisable.

Méthode de diagonalisation.

1. Calculer x4 et déterminer les valeurs propres \; avec leur multiplicité ;

2. Déterminer les sous-espaces propres associés et leurs dimensions
e Siilexistei € {1,...,p} tel que dim(FE),) # m;, alors A n’est pas diagonalisable ;
e Sinon, pour chaque i € {1,...,p}, on choisit une base B; de F\, pour construire
une base Br de F formée de vecteurs propres de A.

Exemple 1.2.14. Soit A € M;3(R) donnée par

1 2 =2
A= 2 -3 2
-2 2 1
Le polynome caractéristique y de A est
1-T 2 —2
xaT):=| 2 =3-T 2
—2 2 1-T

On échange la 3éme colonne par elle-méme ajoutée a la seconde, ensuite on ajoute cette
derniere a la premiere colonne on obtient

1-T 2 0 1 2 0
xaT)=|1-T -3-T —1-T |=(1-T)|1 —3-T -1-T |,
1-T 2 3-T 1 2 3T

en soustrayant a la 3eme ligne la lere, on obtient

1 2 0 1 2 0

xaT) =1-7T)|1 -3-T —-1-T|=01-T)3-T)|1 -3-T —-1-T

0 0 3-T 0 0 1
=(1—T)(3—T)‘1 2 ‘z(l—T)(3—T)(—5—T).

1 -3-T
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Donc A a trois valeurs propres simples A\ := 1, Ay := 3 et A3 := —5. Ainsi A est
diagonalisable.
T
Déterminons les sous-espaces propres associés. Soit X := | zo | € F),, alors
T3
2%2 — 2.773 =0 z —
(A=3L)X =0 & { 22— 229 +223 =0 @{ ; :x?’
—2$1+2I3 =0 L
1
S X = T 1 y
1
1 1
d’ou £\, = Vect 1 , 1.€. 1 est une base de E),.
1 1
De méme, on obtient
1 1
E,, = Vect 0 et E,, = Vect -2
-1 1
1 1 1
Donc B := 11, 0|, —2 est une base de R3. On pose
1 -1 1
10
D=0 3 0
0 0 =5
alors on a
1 1 1
A=PDP™ on P:==|1 0 -2
1 -1 1

Exercice 1.2.15. Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables? Si oui les diagonali-
ser.

1 4 -2 2 0 1 0 2 2
A= 0 6 -3 |, B:= 1 1), C:= 1 3 -1
-1 4 0 -2 0 -1 -1 3 3

Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 1.2.16. Montrer, sans faire de calcul, que la matrice

1 2 -1
03 1
00 4

est diagonalisable.
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Exercice 1.2.17. La matrice suivante est-elle diagonalisable 7 Si oui la diagonaliser.

S O W o
SN O =
— o NN O
S W oo

1.2.3 Trigonalisation

Probléeme. On a vu que A est diagonalisable si et seulement si pour toute valeur propre A
de A de multiplicité m, on a dim(E)) = m. Si dim(E)) # m, est-il possible d’obtenir une
matrice réduite de A malgré tout ?

Définition 1.2.18.

1. On dit qu'une matrice T' = (t;;) € M, (K) est triangulaire supérieure si les coeffie-
cients en dessous de la diagonale de 7" sont tous nuls, ¢.e. Tj; = 0 si ¢ > j.

2. On dit que A est trigonalisable si il existe une matrice triangulaire supérieure sem-
blable a A, i.e. il existe P € GL,(K), T € M,(K) triangulaire supérieure telle
que A= PTP!.

Remarque 1.2.19. Si T := (T} ;) € M,(K) est triangulaire supérieure alors 7" est de la
forme

)\1 tln
0 A oo ooi ton

T=10 0 . .. : (1.2.1)
0 0 0 :

0 0 0 0 A

et donc le polynome caractéristique de T est x7(X) = (A —X) ... (A, —X). En particulier,
si A est trigonalisable on en déduit que A = PTP~! avec T donnée par (1.2.1) ou les \;
sont les valeurs propres, non nécessairement distinctes, de A.

Théoréme 1.2.20. (Admis) Soit A € M,(K). La matrice A est trigonalisable si et seule-
ment si son polynome caractéristique x4 est scindé.

Corollaire 1.2.21. Toute matrice de M, (C) est trigonalisable dans C.

Définition 1.2.22. On appelle bloc de Jordan associé¢ a A € K de taille m > 1 toute mxm
matrice J,,(A) := A, + Jp o0t Jyy, est la m x m matrice de coefficients

1 sij—itl,
(Jm )i 12{ /

0 sinon.

i.e. les coefficients de J,,, sont 1 au dessus de la diagonale et 0 partout ailleurs
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Exemple 1.2.23. Les matrices suivantes sont des blocs de Jordan de tailles respec-
tives 2, 3 et 4

b1 v 1 0 0

Al 0 » 1 0

Jo(N) ::(O )\), Js(pw):=10 p 1 et Jy(v) = 00 v 1
00 000 v

Théoréme 1.2.24. de Jordan (admis)
Soit A € M,,(K) trigonalisable de valeurs propres Ay, ..., N, avec pour multiplicité my, ..., m,.
Alors, il existe P € GL,(K) telle que A= PTP~ o0 T s’écrit

Jy 0 - 0
T 0 Jy 0
0 0
0 0 0 Jy
ou, pour tout i € {1,...,p}, Jy, est le bloc de Jordan de taille m; associé a4 la valeur

propre \;.

Exemple 1.2.25. Soit C' la matrice donnée par

0 2 2
C:= 1 3 -1
-1 3 3

Alors x¢(T) = (2 — T)3 donc, d’apres le Théoreme 1.2.24, il existe P € GL,(K) telle
que C' = PTP~! ou T est donnée par

T —

S O N

1
2
0

N = O

Déterminons P. La matrice P est une matrice de changement de base de la base cano-
nique B := {ey, e, e3} de R & une base B' := { f1, fo, f3}. Soit u € L(R?) 'endomorphisme
tel que A =Mat(u | B) alors on a ' =Mat(u | B’). On en déduit

u(f1) =2fi
u(fa) = fLi+2f2
u(fs) = fa+2fs

Alors f1 := x1e1 + x2e5 + x3€3 est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 2.
On a

x
(A — 2[3) T = O,

xs3

{ T1 — T2 — XT3 =0 :>{I2 :0’

donc

—x1+ 329 +23 =0 T = T3



18 Algebre Licence 3 MASS

d’ou f; = z1(e; +e3). En particulier on peut choisir f; = (e; + e3). Pour déterminer f; :=
y1€1 + Yoeo + yses, il suffit alors de résoudre u(f2) = fi + 2f2 ce qui donne

U1 1
(A—ng) Y2 = 0 s
Y3 1
donc
—2y1+2y2+2y3 =1 _ 1
y? _4
hty—ys =0 é{ gl
—th + 3ty =1 ¥o=hTy

d'ou fo = y1(e1 +e3) + i<€2 + e3). En choisissant y; = 1 on obtient fo = e + ieg + %63.
Pour finir on note f3 := z1e; + 29e5 + z3e3, alors on a

—221 + 222 + 22’5 =
21 +22 —Z3 =

3
X = =
2 ] :
—214+ 329+ 23 =

O [
ool

on peut donc choisir f3 = e; + %62 + %63. Finalement un choix possible pour P est

1

8
P= 2
8

oo O 0o
O W oo

1

)

Exercice 1.2.26. Trigonaliser les matrices suivantes :

21 0 2 10 -2 -3 2
A=101 -1}, B=| -131], C:= 1 2 =2
02 4 1 01 2 4 =3

et D :=

== Dot
O NI =
Njw O o=

Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 1.2.27. La matrice suivante est-elle trigonalisable ? Si oui la trigonaliser.

2 -1 31

1 0 31

A= -2 1 01
-1 0 0 3
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Chapitre 2

Décomposition LU

La décomposition LU est une méthode directe de résolution du probleme linéaire
AX =0, ()

ou A e M,(R) et b € M,;(R) sont les données du probleme et X € M, ;(R) la solution.
Le systeme (S) admet une unique solution si et seulement si A € GL,(R) et, dans ce
cas, on a X = A~ 'b.
Le calcul de X = A~'b s’avere couteux numériquement, d’autant plus si I’on considere
plusieurs problemes (S;) AX; = b;.
Une méthode alternative consiste a écrire A sous la forme A = LU puis de résoudre
successivement les deux systemes LY = b et UX =Y avec L et U deux matrices trian-
gulaires de sorte que la résolution de ces deux systemes soit moins couteuse que le calcul

de A~ 1.

2.1 Matrices élémentaires

Définition 2.1.1.
1. Soient u,v € M, 1(R). On appelle produit tensoriel de u et v la matrice u ® v de
coefficients (u ® v);; := u;v;.
2. Une matrice E € M, (R) est dite élémentaire si elle est de la forme

E=1,—u®v ou u,v€ M, (R)sont tels que v’ u # 1.

Remarque 2.1.2.
1. Les coefficients e;; d’'une matrice élémentaire E sont donnés par e;; = 0;; — w;u;,
ol d;; est le symbole de Kronecker défini par d;; =1 si i = j et O sinon.
2. Pour tout u,v € M, (R), on a (u®v)? = (vu)u @ v.

En effet, posons B := (u ® v)* = (b;;). On obtient
bij = Z(U (024 U)lk(u X 'U)kj = Z UiUkUkUj = Uﬂ)j Z VUL -
k=1 k=1 k=1

= UTU
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Proposition 2.1.3. Toute matrice élémentaire E = I, — u ® v est inversible et son
inverse est

1
El=I,—--u®v ot d:=1-v"u

d

Démonstration. Ilsuffit de calculer le produit £E ! et d’utiliser la remarque précédente.[]
On s’intéresse a trois types de matrices élémentaires :

1) Matrices élémentaires de type 1 : ce sont les matrices de la forme
E=1,—u®u ou wu:=e,—e¢,
avec B :={ey,...,e,} la base canonique de R™.

Proposition 2.1.4. La multiplication a gauche (resp. a droite) par une matrice élémentaire
de type 1 échange la k-iéme ligne et la l-ieme ligne (resp. la k-iéme colonne et la l-ieme
colonne).

Démonstration. Dans le cas k = [, E est simplement la matrice identité et le résultat
est alors trivial. On considere donc le cas k # . Soit A € M,(R). Onnote A = (L, ... L,)"
olt les L; sont les lignes de A. On a FA = (L ... L)T avec

n n

Ly =) eyl =) (6 — wwy) L,
j=1 j=1
= Li— Y (G = 0a) (G — 05) L,
j=1

= L; — (6ix — 6a) (L — Ly),
d'ou L, = L; sii#k,l, Lj, =L, et L) = Ly. O

Exemple 2.1.5. Les matrices élémentaires de permutation de la 2ieme et 3eme ligne en
dimension 3 et 4 sont

100 1 000
0010

0 01 et

01 0 0100
0001

De maniere plus générale les matrices élémentaires de type 1 en dimension 3 sont les
quatre matrices suivantes :

1 00 1 00 0 01 010
010 ], 0011, 010 et 100
0 01 010 1 00 001

Remarque 2.1.6. L’inverse d’une matrice élémentaire de type 1 est elle-méme.
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2) Matrices élémentaires de type 2 : ce sont les matrices de la forme
E=1,-(1-a)e®e, aF0.

Proposition 2.1.7. La multiplication a gauche (resp. a droite) par une matrice élémentaire
de type 2 multiplie la k-iéme ligne (resp. la k-iéme colonne) par .

Démonstration. Soit A € M,(R). On note A = (L;...L,)T ou les L; sont les lignes
de A. Ona FA = (L}...L)T avec

Ly = eyl =Y (0 — (1— a)dudj)L,
j=1 J=1
= Lz — (1 — a)éikLk,
d'ou L; = L; sii # ket L), = aLy. O
Exemple 2.1.8. Les matrices élémentaires de type 2 en dimension 3 sont les trois matrices
suivantes :

a 0 0 100 100
010 ], 0 a O et 010
0 01 0 0 1 0 0 «

3) Matrices élémentaires de type 3 : ce sont les matrices de la forme
E=1,+ae.®e, k#I

Proposition 2.1.9. La multiplication a gauche (resp. a droite) par une matrice élémentaire
de type 3 ajoute a la k-iéme ligne (resp. la l-iéme colonne) la l-iéme ligne (resp. k-iéme
colonnee) multipliée par .

Démonstration. Soit A € M,(R). On note A = (L;...L,)T ou les L; sont les lignes
de A. Ona FA = (L}...L)T avec

B =Yl = Loty
=1 i=1
= Lz + adikLla

d’ou L; :Ll Sll#l{ et L;f :Lk+OéLl
Pour les colonnes, on note A = (Cy...C,) et AE = (C]...C"), alors

n n

Cl = Z e;;Ci =Cj+a Z 0ir0j1C;
i=1 i=1
= Cj + adlek. U

Exemple 2.1.10. Les matrices ci-dessous sont des matrice sélémentaires de type 3 en
dimension 3

1
0
Q

O = O

0 1
0, 0
1 0

o~ 9
o O O
O = O
— o O

1
et 0
0
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2.2 Algorithme de Gauss sans pivot nul

Définition 2.2.1.
1. On dit qu’une matrice est unitaire si ses coefficients diagonaux sont 1.
2. On dit qu'une matrice 7" := (¢;;) € M, (R) est triangulaire inférieure si on a ¢;; = 0
pour tout 1 <17 < j <n.

3. Une matrice A € M,,(R) admet une décomposition LU si il existe une matrice tri-
angulaire inférieure (Lower) unitaire L. et une matrice triangulaire supérieure (Up-
per) U telles que A = LU.

Remarque 2.2.2. Soit A € M,(R) admettant une décomposition LU avec L := (l;;),
U := (u;;) alors on a

det(A) = det(L)det(U) = H liju;; car L et U sont triangulaires
i=1
= Hu“ car L est unitaire.
i=1
En particulier, A est inversible si et seulement si u; # 0 pour tout i € {1,...,n}.

A travers un exemple, on va déterminer par l’algorithme de Gauss si une matrice
donnée admet une décomposition LU.

Exemple 2.2.3. On considere la matrice A suivante :

2 2 2
A= (aij) = 4 7 7
6 18 22

On va transformer A en une matrice triangulaire supérieure en utilisant des opérations
sur ses lignes, 7.e. en multipliant celle-ci a gauche par des matrices élémentaires de type 3.
On note AV = A. L’algorithme de Gauss consiste & obtenir & chaque étape i > 1 la
matrice A® = (Lgi) e Lg))T déduite de AC~Y) par des opérations sur ses lignes et telle
(i)

que, pour tout ¢ — 1 < j < n, le (i — 1)-iéme coefficient de la ligne L;” est nul. On a

2 2 2
A(2) = EQElA = 0 3 3 ou E1 = ]3 - 262 X eq et E2 = I3 - 363 X €1,
0 12 16
2 2 2
A(g) = EgA(2) = 0 3 3 ou E3 = 13 — 463 X es.

0 0 4

L’algorithme de Gauss s’arrete a 'étape n = 3 et la matrice U := A®) obtenue est trian-
gulaire supérieure. On a alors U = E3FyE1A. On pose L := E;'Ey'E; !, ce qui donne

L 213—262(8)61—363@61—463@62

1 00
= -2 10
-3 41
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Ainsi la matrice L obtenue est triangulaire inférieure et unitaire, donc la matrice A admet
bien une décomposition LU.

L’algorithme de Gauss général consiste & poser A := A puis & définir ACHY pour
tout ¢ > 0 par récurrence de la fagon suivante :

A(i+1) — (ng-‘rl) o L(i-{—l))T

)

. . i+1 .
ou les lignes L§Z+ sont données par

(i+1) _ () (1) _ (i+1) (i+1)
Ly =L —al, —(0 v 0agg o agy, ),

(i+1)
ji
@ -

13

la derniere égalité s’obtient en prenant o :=
a

On en déduit que 'algorithme de Gauss ne marche que si 'on a ag) =# (0 pour tout %
dans {1,...,n—1}. Le terme ag) est appelé le pivot de Gauss a ’étape . On obtient donc
que l'algorithme de Gauss permet d’obtenir la factorisation LU d’une matrice si a chaque

étape le pivot de Gauss est non nul.

1 2 3
Exemple 2.2.4. Considérons la matrice A:= | 2 4 5 |. En raisonnant comme dans
789
I’exemple précédent, on obtient
1 2 3
A(Q) :EQElA: 0 0 -1 ou E1 = ]3-262@61 et E2 = 13—7€3®€1.
0 —6 —12

Puisque le pivot ag) =0, il n’est pas possible de déterminer A® et donc A n’admet pas

décomposition LU (par la méthode de Gauss).

On va voir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice admette a chaque
étape un pivot de Gauss non nul.

Définition 2.2.5. Soit A = (a;;) € M,(R). Les sous-matrices principales de A sont les

matrices carrées d’ordre i € {1,...,n — 1} de coefficients ap; ou h,k € {1,...,i —1}.
1 2 3

Exemple 2.2.6. Soit A:= | 4 5 6 |. Alors A a deux sous-matrices principales qui
78 9

1 2
sontlet<4 5).

Théoreme 2.2.7. (Caractérisation)(admis)

Une matrice A € M,(R) admet une décomposition LU si et seulement si toutes ses sous-
matrices principales sont inversibles.

De plus, si A € GL,(R), la décomposition (quand elle existe) est unique.
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Remarque 2.2.8. Une matrice A € M,(R) peut admettre une décomposition LU sans
étre inversible (cf. Exercice 2.2.10).

Exemple 2.2.9. En reprenant I'exemple 2.2.4, la matrice A a pour sous-matrices prin-

cipales 1 et ), cette derniere a un déterminant nul et donc n’est pas inversible,

1

2 4
ainsi A n’admet pas de décomposition LU.

Exercice 2.2.10. Déterminer, lorsque cela est possible la décomposition LU des matrices
suivantes :

1 5 2 3 1 5 9 11 2 3
2 6 4 8 0 2 47
A'_3165’B_§§5§’C_1000
1 52 3 3 76 5
1 1 2
et D:= 1
1 31
2.3 Algorithme de Gauss avec pivot nul
Reprenons I'Exemple 2.2.4, on a
1 2 3
AP =0 0 -1
0 —6 —12
En permutant la 2eme et la 3eme ligne, on obtient
1 2 3
A®) = PAD = | 0 —6 —12 ou P=I3—u®u avec u:=-ey;— e3.
0 0 -1
Alors, U := A®) est triangulaire supérieure et on a U = PE,FE;A. En remarquant

que P? = I3, on obtient U = PE,PPE,PPA. Or on a
G2 = PEQP = Ig — 7P(€3 X el)P = Ig — 7(P€3) X (P€1) = 13 — 762 X e;.

et de méme
G1:= PE\P = I3 — (Pey) @ (Pey) = I3 — e3 @ ey.

On pose L := Gl’ngl = I3+ Tea®e; +e3®eq. Alors L est triangulaire inférieure unitaire
et ona PA=LU.

Etudions un deuxieme exemple en dimension 4 :

1 2 4 17
3 6 —-12 3
A= 2 3 =3 2
02 -2 6
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La matrice principale d’ordre 2 de A est ( é ?j ) dont le déterminant est nul et donc A

n’admet pas de décomposition LU. On a

2 4 17
0 —24 —48 N E1 = I4 — 362 X eq
1 —11 —32 o { By =1, —3e3® e
2 —2 6

A(2) = E2E1A =

o O O

Soit P la matrice de permutation de la deuxieme et la troisieme ligne, 1.e. P := [} —u®u,
ou u := ey — e3. Alors on a

1 2 4 17
0 —1 —11 -32
@ —
PA 0 0 —24 —48 |’
0 2 —2 6
d’ou
1 2 4 17
0 -1 —11 -32 .
AG) = E3PA(2) =0 o —24 —as |’ ou Fs5:=1,42e4® es.
0 0 —24 -58
Finalement, on obtient
1 2 4 17
0 -1 —11 -32 .
A(4) = E4A(3) = 0 0 94 48 , ou E4 = [4 —e4 & es.
0 0 0 —10

On pose U := AW = E,E3PEFVA = E,EsPE,PPE,PPA ainsi que
G1 Z:PE1P:I4—3€3®€1 et G2 §:PE2P:]4—262®61.
Alors, on a

L = GfnglE:;lEZl = ([4 + 363 X 61)([4 + 262 X 61)([4 — 264 X 62)([4 — €4 X 63)
:I4+3€3®€1+2€2®61—264®62—€4®€3

1 0 00

2 1 00

({3 o 10|
0 —2 —1 1

d’ou PA = LU avec L triangulaire inférieure unitaire, U triangulaire supérieure et P la
matrice de permutation de la deuxieme et la troisieme ligne.

Remarque 2.3.1. Les sous-matrices principales de PA sont bien inversibles.
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Définition 2.3.2. Une matrice de permutation P est un produit de matrices élémentaires
de type 1, 7.e. la multiplication a gauche par la matrice P permute des lignes.

Théoréme 2.3.3. (Admis) Soit A € M,(R). Alors, si A est inversible il existe une
matrice de permutation P telle que PA admette une factorisation LU.

Exercice 2.3.4. Les matrices ci-dessous admettent-elles une décomposition LU a une
matrice de permutation pres? Si oui déterminer la décomposition.

00 1 1 2 -3 4 11 2 3
4 8 122 -8 02 4 7
A= ;11 , Bi= -1 2 3 0 , Cr= 1 0 00
-3 -1 1 -1 3 76 5
1 21
et D= 21 3
1 31

Résolution de systemes linéaires de type Cramer

Exercice 2.3.5. A l'aide la décomposition LU, résoudre le systeme Y = AX avec A, Y
donnés ci-dessous :

12 1 1
A=|213] e v=[1],
131 1
1101 1 12
51 -2 4 24
A= 0 9 1 g3 | Y= 3
43 -1 1 72
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Chapitre 3

Décomposition en valeurs singulieres

3.1 Rappels sur orthogonalité et les matrices symétriques

3.1.1 Orthogonalité

Définition 3.1.1.
1. Un vecteur X € M,,;(R) est dit unitaire si X7 X = 1.
2. Une famille {X;,...,X,,} de vecteurs de M, ;(R) est dite orthogonale si, pour
tout i € {1,...,m}, on a
1 sii=y,
0 sinon.

XiTXjI%:{

Si, de plus, les X; sont unitaires, la famille est dite orthonormale.

3. Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si la famille de ses vecteurs colonnes
est orthonormale. On note O,,(R) I’ensemble des matrices de M, (R) orthogonale.

Proposition 3.1.2. Soit A € O,(R). Alors, A vérifie
A€ GL,(R), AT =A"1 et det(A) ==+l
Démonstration. On note A; la iéme colonne de A alors on a
ATA; = 6y
Or ATA; = (AT A),; donc ATA = I,,. On en déduit A € GI,(R), A~ = AT et (det(A))* = 1.0

Remarque 3.1.3.

1. Par définition et d“’apres la Proposition 3.1.2, A € O, (R) si et seulement si ATA =
I,.

2. Toute matrice élémentaire de type 1 est orthogonale.

En effet, soit E une matrice élémentaire de type 1. Alors £ = [, —u®u avec u = e —¢;
(k,le{1,...,n}). Donc ET = F = E~ '
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Proposition 3.1.4. Si P,Q € O,(R) alors PQ € O,(R).
Démonstration. (PQ)TPQ = QTPTPQ =QTQ =1I,. O
Remarque 3.1.5. Toute matrice de permutation (Définition 2.3.2) est orthogonale.

En effet, si P est une matrice de permutation alors P est un produit de matrices
élémentaires de type 1 qui sont orthogonales.

Théoreme 3.1.6. (Gram-Schmidt)(admis)
Tout R-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0} admet une base orthonormale.

Remarque 3.1.7. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et de base orthogo-
nale {ey,...,e,} et soit x € E. Il existe ay,...,q, € R tels que x = age; + - + ape,.

Alors on a
n n
ejrx = g aiejrei = E ;0 = Q.
i=1 =1

Définition 3.1.8. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie et ' un sous-espace
vectoriel de E. On appelle orthogonal de F, noté F+, 'ensemble des vecteurs de F or-
thogonaux a tous les vecteurs de F', i.e.

Fr={weE|YuecF, v'u=0}

Proposition 3.1.9. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors on a F N F+ = {0}.

Démonstration. Soient {ej,...,e,} une base orthogonale de F et z € F N F. 1l
existe ai, ..., € R tels que £ = aqe; + - - - + aye,. Puisque z € F+, on a
T
0=a"z= Zx?,
i=1
d’ou, pour tout i € {1,...,r}, z; = 0 et donc x = 0. O

Théoreme 3.1.10. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors, pour tout x € E il existe une unique décomposition

r=u+v ou u€F etveFh (3.1.1)
Démonstration. Soit {ej,...,e.} une base orthogonale de F' complétée en une base
orthogonale {ey,...,e,} de E. Il existe ay, ..., a, € R tels que z = age; + - - - + a,e,. On
pose u :=aye1+---+ae. € Fetv:=a, 16,01+ -+aue,. Pourtoute=1,...,7 on a,
puisque {ey,...,e,} est orthogonale,

n n
elv = Z zie] ej = Z z;0;; = 0.
j=r+1 j=r+1

Comme F =Vect{ey,...,e,.} on en déduit wTv = 0 pour tout w € F et donc v € F*1. 11

reste & montrer I'unicité de la décomposition. Supposons qu'il existe u; € F et v; € F'* tels
que z = u;+v;. Alorson au+v = uy+vy, dot u—u; = v—ov; donc u—uy,v—v, € FNF*L.
Or FNF*+ ={0} donc u = uy et v =v;. O
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Définition 3.1.11. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace
vectoriel de E. Soit © € E. On appelle projection orthogonale de x sur F', notée pr(z),
I'élément u € F correspondant a la décomposition (3.1.1) de z.

3.1.2 Matrices symétriques

Définition 3.1.12. On dit qu'une matrice A € M, (R) est symétrique si on a AT = A.
On note S, (R) le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices symétriques.

Proposition 3.1.13. Soit A € S,(R). Alors, on a
VX,Y € M,,(C), XTAY =YTAX.
Démonstration. Soient X,Y € M, (C) donnés par X := (z1,...,2,)7 et YV :=
(y1,---,yn)". En notant A = (a;;) on a AT = (a;;) = A, d’ou
XTAY = sz(AY)z = ZZL} Zaijyj = Zyj Zajixi = Zyj(AX>J = YTAXD
i=1 =1 j=1 j=1 =1 j=1
Théoréme 3.1.14. Soit A € S,,(R). Les valeurs propres de A sont réelles et, pour cha-

cune d’elles, il existe un vecteur propre associé réel.

Démonstration. Soit A := «a + i3 une valeur propre de A et Z := X + 1Y # 0 un
vecteur propre associé. On a AZ = \Z, d’ou

AX +1iY) = (a+iB)(X +1iY).
En multipliant & gauche par (X —iY)T, on obtient par la Proposition 3.1.13
(X—iY)TAX+iY) = XTAXHYTAY = (a+if) (X —iY) T (X +iY) = (a+iB)(XTX+YTY),

ce qui donne 3 = 0 donc A € R. On a alors de plus A(X+iY) = a(X+iY), dou AX = aX
et AY =aY. O

Remarque 3.1.15. Soit A € S,(R) et A, u deux valeurs propres disctinctes de A de
vecteurs propres réels X et Y. Alors on a

MXTY = (AX)TY = XTAY = uXTY.

Puisque p # ), on obtient X7Y = 0. Autrement dit, X et Y sont orthogonaux. En
particulier, on en déduit que si A admet n valeurs propres \; deux a deux distinctes alors
il existe P € O,(R) telle que A = PDP~! ot D := diag(\y, ..., \n)-

Ce résultat est encore vrai sans supposer les valeurs propres de multiplicité un, plus
précisément on a le

Théoreme 3.1.16. (Admis) Soit A € S,,(R), alors il existe P € O,(R) telle que P"*AP
soit diagonale.

Remarque 3.1.17. Toute matrice symétrique est ainsi diagonalisable donc son rang est
égal a son nombre de valeurs propres non nulles. En particulier, on en déduit que A € S, (R)
est inversible si et seulement si toutes ses valeurs propres sont non nulles.



30 Algebre Licence 3 MASS

Définition 3.1.18. Soit A € S,(R). On dit que A est :
1. positive si : V X € M, ;(R), XTAX >0,
2. définie positive si : V X € M, ;(R)\{0}, XTAX > 0.

Théoréme 3.1.19. Soit A € S,(R) de valeurs propres Ay, ..., A\,. Alors
1. A est positive si et seulement si A\; > 0 pour tout i € {1,...,n},

2. A est définie positive si et seulement si \; > 0 pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Les deux cas se démontrant de la méme maniere, on ne considere que le
cas 1. Soit B' := { X1, ..., X,,} une base orthogonale de vecteurs propres de A associeé aux
valeurs propres, non nécessairement distinctes, Aq, ..., \, et soit P la matrice de passage
de la base B’ & la base canonique. Alors, on a A = PDP~! avec D := diag(\y, ..., \n).
On en déduit pour tout i € {1,...,n}

X'AX; = X'PDP'X; =¢] De; = \; car Pe;=X,.

Ainsi, si A est positive on obtient \; = X AX; > 0 pour tout i € {1,...,n}.
Réciproquement, supposons que A; > 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Soit X € M, 1(R).

Puisque {Xi,...,X,} est une base de R", il existe ay,...,a, € R tels que

X =ouX;+ -+ a,X,. On obtient alors

XTAX = Z OéiOéinAXj = Z oz,-ozje;fFDej

ij=1 ij=1
n n
= E OéiCYinaij = E CK?)\Z Z O,
ij=1 i=1
ce qui termine la démonstration. 0

A partir de la Remarque 3.1.17 on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.1.20. Soit A € S, (R). Si A est définie positive alors A € GL,(R).

Applications aux matrices rectangulaires.

Soit A € M, ,(R). Alors AAT € M,,(R) et (AAT)T = AAT donc AAT € S,,(R). De
méme, on a ATA € S, (R)

Proposition 3.1.21. Soit A € M, .(R). Alors AT A est positive.

Démonstration. Soit X € M, ;(R), B := ATAet Y := AX = (y1,...,y,)". On
a XTBX = (AX)TAX = YTY =42 +--- 442 > 0. 0

D’apres le Théoreme 3.1.19, on en déduit que les valeurs propres de AT A sont positives
ou nulles. De plus, d’apres le Théoreme 3.1.16, AT A est diagonalisable et donc son nombre
de valeurs propres non nulles est égal a son rang qui (admis) est celui de A. On a donc le
résultat suivant
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Proposition 3.1.22. Soit A € M,,,(R) de rang r > 0. Alors AT A a r valeurs propres
strictement positives. En particulier, AT A est définie positive si v = n.

Proposition 3.1.23. (Admis) Soit A € M,,,(R) de rang r > 0. Alors les r valeurs
propres strictement positives de AT A et AAT sont les mémes.

3.2 Décomposition en valeurs singulieres

Définition 3.2.1. Soit A € M,,,(R) de rang r > 0. On désigne par Ay,..., A, les r
valeurs propres strictement positives de AAT et AT A classées en ordre décroissant, i.e.
A1 > A > -+ > A\, > 0. On appelle valeurs singulieres o4, ..., 0, de A les racines carrées
des valeurs propres Ay, ..., \,, i.e.

Vie{l,...,r}, ai::\/x.

Exercice 3.2.2. Soient A € M,, ,(R) et F' € O,,,(R),G € O,(R). Montrer que les valeurs
singulieres de FAG et de A sont les mémes.

Exercice 3.2.3. Soient o # 0 et A € M,,,(R). Comparer les valeurs singulieres de A
et aA.

Théoréme 3.2.4. (Décomposition en valeurs singuliéres)
Soit A € M, n(R) de rang v > 0. Alors, il eziste P € O,,,(R) et Q € O,(R) telles que

A 0
A:P( 0 O>QT,

ot A := diag(oq,...,0,).
Ce résultat peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

Corollaire 3.2.5. Soit A € M,,,(R) de rang r > 0. Alors, il existe P € M,,,(R)
et Q € M,,.(R) telles que

QTQ=pP'P=1 et A=PAQT,
ou A = diag(oy,...,0,.).

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.1.16, il existe @ € O, (R) telle que
A% 0
T AT Ay
QTATAQ = ( oo >

On note @); la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres orthonormaux
associés aux valeurs propres A, ..., A\, et Qo celle dont les colonnes sont formées des
vecteurs propres orthonormaux associés a la valeur propre 0. Ainsi Q1 € M, (R), Q2 €
M, n—r(R) et on a (en écriture par blocs) @ = (@1 Q2). On obtient alors

QTATAQ, = A
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Soit P = (P, P») € O,(R) ou

Pi=AQiA™ € M, (R) et Py € My, (R),

avec At = diag(o; !, ..., 01). Alors on a

T
PaQ = ph ) 4@ @

1T AT
:(A ]giTIA )A(Ql Qz)
= (AT'QTATA PJA)(Q1 Q)
_ ( ATIQTATAQ, AT'QTATAQ, )
PEAQ, Py AQ, '

Or P € O,(R) donc PP, = 0, ce qui entraine PJ AQ;A™' = 0, d’'ou PJAQ; = 0. De
plus, on a AT'QT AT AQ, = A et, par définition de Q4, AQ2 = 0. On obtient donc, d’apres

I’égalité précédente, PTAQ = ( Ao ) O

0 0

Méthode de décomposition en valeurs singuliéres.

D.

Sin < m. Onpose B := ATA € M, (R) et on calcule le polynéme caractéristique xp
de B pour en déduire les valeurs propres strictement positives Aj,...,\, de ATA
et AAT.

Si m < n. On fait de méme en posant B := AAT € M,,(R).

Distinguer les cas 1. et 2. permet d’avoir un polynome caractéristique le plus simple
possible a calculer

. On détermine les sous-espaces propres caractéristiques de AT A et on en déduit une

base orthormale de R™ formée de vecteurs propres X, ..., X, de AT A associées au
valeur propres (respectives) A,..., A, 0.

On pose @ = (@1 Q2) ou Q; est la matrice dont les colonnes sont Xi,..., X, et Qy
celle dont les colonnes sont X, 1,...,X,.

On pose P, := AQ, AL

Alors on a A = PLAQT. Pour obtenir la décomposition exacte du Théoreme 3.2.4, il suffit
de déterminer Py € M, 1n—r(R) telle que P := (P, P,) vérifie P € O,(R).

Remarque 3.2.6.

1.

Les colonnes de P, sont des vecteurs propres orthogonaux de AT A associés aux
valeurs propres Ay, ..., \..

Si A€ S,(R) alors AAT = ATA = A2, Soit A\ une valeur propre non nulle de A
et X une vecteur propre associé. On a A > 0 et A2X = A\2X et donc les valeurs
singulieres de A sont les valeurs propres non nulles de A.
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Exercice 3.2.7. Donner la décomposition en valeurs singulieres des matrices suivantes :

1731 6 6
() me (08) |

1 2 2 1
D':<1 11 _1> et E .=

Exercice 3.2.8. Donner ’équation de I'image du cercle unité de R? par la matrice A de
la question précédente, puis par la matrice B. Méme question pour la matrice

=(1.)

Exercice 3.2.9. Donner la décomposition en valeurs singulieres des matrices suivantes :

1 0 2 3110 1 -1
a=(190) B=(011s) «c=(4 )

Donner 'équation de I'image du cercle unité de R? par la matrice C.

N W N
|

— o = O

— = = =

Ot J Ot =
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