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Introduction

L’objectif de ce cours est de présenter la résolution numérique de certaines e.d.p.
(équations aux dérivées partielles) linéaires d’ordre 2 (i.e. contenant des dérivées d’ordre
au plus 2) a travers des exemples classiques intervenant dans la modélisation de nombreux
problémes de physique, biologie, économie, ... etc.

Pour donner un apercu général succinct de ce qu’est la résolution numérique d’une
e.d.p., considérons une e.d.p. écrite sous la forme générale

Au= f dans Q, (1)

ou ) est un ouvert de R", f représente les données du probleme, A est un opérateur
(représentant les dérivées) et u est la solution du probléme.

Résoudre numériquement 1’e.d.p. (1) consiste a calculer une approximation de la so-
lution u sous forme dun vecteur U € RY, N € N. Pour calculer cette approximation,
on utilise une méthode numérique dont ’objectif est de déterminer une matrice carrée A
d’ordre N (on notera A € RV*N) et un vecteur b € R tels que U soit solution du systéme
linéaire

AU =b. (2)
Un exemple simple consiste a prendre pour vecteur U une approximation du vecteur
(w(zy),...,u(zy))T, ol z1,...,2x sont N points distincts de  (maillage de ). C’est
le choix de la méthode numérique employée qui détermine A et b, dans le sens ou deux
méthodes numériques différentes peuvent amener a des choix de A et b différents. Le
systéme (2) représente alors une discrétisation de I'e.d.p. (1).

Dans le cadre de ce cours, on présente deux familles de méthodes numériques : la
méthode des différences finies (la plus simple a mettre en place mais limitée, notamment, a
des domaines (2 simples), et la méthode des éléments finis. Ces deux méthodes comportent
chacune une idée clé :

1. Différences finies : utilisation du développement de Taylor pour approcher les déri-
vées.

2. Elements finis : utilisation de la formulation variationnelle de I'e.d.p. puis approxi-
mation de I’espace des solutions par des espaces vectoriels de dimension finie.

Lorsque 'on a obtenu le systéme (2), il faut s’assurer que celui-ci admet une solution
unique et que celle-ci est une “bonne” approximation de w. Ensuite, on résout le sys-
teme AU = b.

En TP, on travaillera avec le logiciel de calcul Scilab qui posséde une fonction dédiée
a la résolution des systemes linéaires. Ainsi, le travail le plus important consistera a
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calculer A et b. Dans le cas de problémes complexes (domaine €2, fonction f “compliqués”),
il peut s’avérer nécessaire de considérer un maillage trés fin (nombre N trés grand). Dans
ce cas, le calcul de la solution du systéme linéaire par la fonction préprogrammeée de Scilab
peut devenir tres long. Pour mener a bien ce calcul, il faut alors étudier plus précisément la
matrice A du systeme et utiliser une méthode de résolution de probléme matriciel adaptée
a la matrice A. Cet aspect de la résolution numérique des e.d.p. ne sera pas étudié dans
ce cours (sur ce sujet, on pourra notamment consulter 'annexe de [1] et Pouvrage [2]).

La premiere partie de ce cours est consacrée a la méthode des différences finies et son
contenu s’inspire de [1, 3, 6, 7] et [9]. La seconde partie concerne la méthode des éléments
finis et est tres largement inspirée de [1] et [12].



Chapitre 1

Exemples classiques d’e.d.p.

1.1 Modélisation, mise en équation

Dans cette premiere partie, on décrit certains phénomenes aboutissant aux équations
qui seront étudiées par la suite.

1.1.1 Equation de la chaleur

Soit € un domaine de R%, d > 1. On suppose le domaine 2 occupé par un matériau
homogene, isotrope et conducteur de la chaleur (plaque de métal par exemple). On note x
la variable d’espace (un point de ) et t la variable de temps. Les sources de chaleur a
I'instant ¢ > 0 et au point = € Q sont notées f(t,z) et la température u(t, z), toutes deux
exprimées en Kelvin K.

La quantité de chaleur est cu ou ¢ est la chaleur spécifique (constante dépendant du
matériau) en J.kgmL. K= (J=Joules). D’apres la loi de conservation de 1'énergie, pour tout
volume élémentaire V', la variation en temps de la quantité de chaleur est le bilan de ce
qui est produit par les sources ou rentre a travers les parois. Autrement dit, on a

i(/vcu dx) - /Vf df”—/avq'V do, (1.1.1)

ou AV est le bord de V', v la normale extérieure unitaire au bord 9V, ¢ le vecteur flux de
chaleur et - désigne le produit scalaire de R?. D’apres le théoréme de Gauss (ou théoréme
de la divergence, ou formule de Green), on a

-d:/d' dz, 1.1.2
[ v do= [ aivlg) do (112)
)T

ou la divergence de la fonction vectorielle ¢ = (qq,...,qq)" est donnée par

. = Jg;
div(q) = z@x-'

=1

D’apres (1.1.1) et (1.1.2), on obtient

cowu = f —div(q).
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De plus, d’apres la loi de Fourier, on a

q=—kVu,

1

ol k est la conductivité thermique du matériau (constante) en W.m™' K~! (m=métres,

W=Watt) et le gradient de la fonction scalaire u est défini par
Vu = (Opu,...,0,u)".
On en déduit
cOu — div(kVu) = f.

L’opérateur laplacien est défini par A := 831 4+ 6@”. Alors, puisque k est constante
et div(V-) = A, on obtient I'’équation de la chaleur

cOu—kAu = f. (1.1.3)

I est nécessaire d’ajouter a cette équation des conditions aux limites (i.e. portant sur
le comportement de la solution au bord du domaine €2). On donne ci-dessous les deux
exemples les plus classiques de conditions aux limites (d’autres conditions existent).

1. Condition de Dirichlet.

Si le bord est un conducteur thermique idéal (les échanges de chaleur se font de
maniere instantanée), on a

Vaeed Vt>0, u(t,x)=yg(t ),
ou g est la température ambiante. En général, g est constante. Dans le cas g = 0,
la condition de Dirichlet est dite homogene.

2. Condition de Neumann.

Si le bord est un mauvais conducteur (par exemple I'air), en négligeant les effets de
radiation, on a

ou
— =0 sur R x 09,
ov

ou % = Vu - v est la dérivée normale de u.

Enfin, il faut ajouter une condition initiale
Voee, ult=0x)=ux),

ol ug est la température initiale du domaine Q.
Alors, dans le cas d'un condition de Dirichlet homogene 1’équation complete s’écrit

cowu(t,x) — kAu(t,x) = f(t,x) dans R} x Q,
u(t,x) = 0 dans R} x 99, (1.1.4)
u(t=0,x) = wug(x) dans .
Remarque 1.1.1. Si le terme source f ne dépend pas du temps, pour t suffisamment

grand, u devient aussi indépendant du temps. On dit alors que u est a I’état d’équilibre.
Dans ce cas, u(t,z) = u(z) d’out dyu = 0 et u est solution de ’équation de Poisson

Au = f', dans Q, (1.1.5)
ot [ = k=L [,
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1.1.2 Mouvement d’un fluide irrotationnel et incompressible

On suppose Q C R occupé par un fluide irrotationnel, incompressible a I'équilibre
(i.e. qui ne varie pas en fonction du temps). Alors, la vitesse locale u :  — R? du fluide
vérifie

rot(u) =0 et div(u) =0,
ou rot(u) est le rotationnel de u défini comme étant la matrice carrée d’ordre d de
coefficients
8ui 8Uj

81’]' B 830/
On suppose de plus 'ouvert 2 simplement connexe. Alors, rot(u) = 0 entraine qu'il existe
une fonction ¢ : 2 — R appelée fonction potentiel telle que

rot(u);; = Vi,j=1,...,d.

u= V.

Remarque 1.1.2. L’égalité rot(V-) = 0 a toujours lieu. Par contre, la réciproque nécessite
de se placer dans un ouvert simplement connexe.

Puisque div(u) = 0 et u = Vi, on en déduit que ¢ vérifie I'équation de Laplace
Ap =0, dans(,

a laquelle il faut ensuite ajouter des conditions aux limites.

1.1.3 Trafic routier

Dans le cas d’une route a une seule voie, on note u le nombre de voitures par unité de
longueur de la route (on parle de densité). On se place sur un trongon de route €2 := [0, 1]
en supposant qu’il n’y a pas d’arréts ni de sorties. La quantité M (t) de voitures sur le
troncon 2 a I'instant ¢ est donnée par

M(t) = /01 u(t, ) de.

Soit F' le flux de voitures par unité de temps qui passent a l'instant ¢ au point z, i.e.
moyenne du nombre de voitures passant en x. Par conservation de la masse, la variation
en temps de la masse totale est égale au flux rentrant moins le flux sortant, 7.e.

OM(1) = F(1,0) ~ F(t,1) = - [ o Pt y) dy.

Puisque 9,M(t) = [y dyu(t, ) dz, on en déduit (formellement) '’équation de conserva-
tion
Owu+ 0, F =0 dans [0,1].

Or Le flux F est une fonction de la densité u : F(t,z) = f(u(t,x)). En supposant que
chaque voiture roule & une vitesse moyenne constante v, on a F(t,x) = vu(z) et l'on
obtient I’équation de transport (ou d’advection) de vitesse v :

O +v0,u=0 dans R" x [0,1]. (1.1.6)
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1.1.4 Equation des ondes

On considere une corde tendue fixée a ses deux extrémités, représentée par l'inter-
valle [0, L], L > 0. Sous l'action d’une force normale d’amplitude f = f(¢,x), la corde
se déforme (ou vibre). On suppose la masse m de la corde répartie uniformément et la
corde entierement élastique. On cherche alors a déterminer les vibrations (déplacements)
de la corde en tout point = et temps ¢, soit I'inconnue u = u(¢, x). Pour tout = € [0, L], on

f(t,x) u(t, )

FI1GURE 1.1 — Corde soumise a une force normale f.

note w(t, z) la position (dans R?) de z a l'instant ¢. On a alors w(t,x) = x ey + u(t, r) es,
ol (eg, €2) est la base canonique de R%. On désigne par T'(¢, x) 'action (tension) en w(t, )
de la partie droite de la corde sur la partie gauche. En tout point, la tension est tangente
a la corde et donc il existe T} tel que

T(t,x) = Ti(t, z) O,w(t, x).

On suppose dans la suite 77 constante. Soit Az > 0 petit. Alors, la section de la
corde [z, + Az| est soumise a la force

T(t,x+ Ax) —T(t,z) + Ax f(t,x) ea = T1 (O, w(t, x + Az) — d,w(t,x)) + Az f(t,x) es.

La densité linéaire de la corde est le réel p := m/L. Celle-ci permet de déterminer la
masse de la corde dans la section [z, z + Az| qui est alors donnée par pAz. En appliquant
la loi de Newton, on obtient ainsi

T (0,w(t, x + Ax) — yw(t,x)) + Ax f(t, ) ey = p Ax O w(t, z).

En divisant par Az puis en faisant Az — 0, on aboutit a T10%*w — pd?w = —fey. En
projetant cette équation dans la direction e, on obtient que u est solution de I’équation
des ondes

Otu—c?9%u =g, dans RS x [0, L], (1.1.7)

ou c¢® := p/T; et g := f/T;. La corde étant fixée au bord, on a la condition aux limites de
Dirichlet homogene

2.

u(t,0) =u(t,L) =0, pourteR". (1.1.8)
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L’équation étant de degré 2 en temps, il est nécessaire d’ajouter deux conditions initiales :

(1.1.9)

{ uw(t =0,2) =wuo(z) pour z € [0, L],
dwu(t =0,2) =wuy(z) pourz € [0, L].

1.2 Classification des e.d.p.

Avant de donner une classification des e.d.p. linéaires du second ordre, on définit la
notion de probleme bien posé due a Hadamard. Celle-ci est de grande importance dans
la résolution numérique des e.d.p. pour s’assurer que la solution approchée calculée est
effectivement proche de la solution exacte du probleme considéré.

Pour énoncer cette définition, il est nécessaire de donner une formulation générale des
e.d.p. étudiées. Pour cela, on note f les données du problémes (second membre, données
initiales, etc.), u la solution du probléme et A une application qui agit sur u. Le probléeme
consiste alors a trouver u solution de

Alu) = f. (1.2.1)

Lorsque A est une application linéaire (ce qui sera toujours le cas dans ce cours) 'e.d.p.
sera dite linéaire (et non linéaire le cas échéant).

Définition 1.2.1. Le probléme (1.2.1) est dit bien posé si pour toute donnée f il existe
une solution unique u, et si cette solution dépend contintiment de f.

Remarque 1.2.2. Cette définition contient trois conditions dont on donne ici I'impor-
tance pour la résolution numérique.

1. Existence d’une solution, sans quoi 1’élaboration d’une méthode numérique n’aurait
pas d’intérét.

2. L’unicité de la solution, assure que si la méthode numérique converge alors celle-ci
converge vers la “bonne” solution.

3. La continuité de la solution par rapport aux données. Cette derniere condition est
trés importante numériquement puisque dans le cadre d’'une méthode numérique les
données du problémes sont elles méme approchées. Ainsi, si la solution du probleme
n’est pas continue par rapport aux données, le fait d’approcher ces données peut
amener a fortement perturber la solution a calculer. La continuité assure qu’une
légere perturbation des données n’entrainera qu’une faible perturbation de la solu-
tion.

Définition 1.2.3. On appelle ordre d’une équation aux dérivées partielles 'ordre de la
plus grande dérivée apparaissant dans I’équation.

On donne ci-dessous une classification des e.d.p. linéaires du second ordre portant sur
des fonctions de deux variables réelles u(x,y). Une telle équation s’écrit

adou+b0iu+ coju+ddu+edu+ fu=g, (1.2.2)

ou, pour simplifier, a, b, ¢, d, e, f, g sont supposés constants.
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Définition 1.2.4. L’équation (1.2.2) est dite

1. elliptique si b* — 4ac < 0,
2. parabolique si b* — 4ac = 0,
3. hyperbolique si * — 4ac > 0.

Ci-dessous, on donne les exemples classiques d’e.d.p. linéaires du second ordre corres-

pondant aux trois classifications (elliptique, parabolique, hyperbolique). Dans la suite du
cours, ce sont ces exemples que I'on étudiera numériquement.

1. Problemes elliptiques.

L’équation elliptique modele est ’équation de Poisson donnée par (1.1.5). Comme
vu précédemment celle-ci modélise, entre autres, la répartition de la chaleur a 1’état
d’équilibre ou encore le potentiel lié a la vitesse d'un fluide irrotationnel, incompres-
sible en équilibre.

. Problémes paraboliques

L’exemple modele est celui de la conduction de la chaleur instationnaire donnée
par (1.1.3). Un autre modele amenant a une e.d.p. parabolique est le modeéle de
Black et Scholes (issu de la finance).

On note u(t, z) la valeur d’une option au temps ¢ > 0 pour un actif z € R. Si on
note o la volatilité (degré de dépendance d’un titre par rapport aux fluctuations du
marché) de l'action et r le taux d’intérét, alors u vérifie

o?x?
5 O*u(t,r) = ru(t,x), (t,x) € (0,T) xR,

Owu(t, ) +radyult,z) +

La condition initiale est une condition finale, 7.e. on fixe la valeur de 'option au
temps T :
u(t =T,z) = max(z — k,0).

Ce modele permet de déterminer la valeur initiale (au temps ¢ = 0) a donner a
I'option pour que celle-ci atteigne la valeur k£ au bout d’un temps 7. On peut
montrer au prix de changements de variables que la résolution de I’équation de
Black et Scholes se ramene a celle de ’équation de la chaleur.

. Problemes hyperboliques

L’exemple modele est celui de I’équation des ondes donnée par (1.1.7). Cette équa-
tion peut se ramener a une équation du type (1.1.6). Pour cela, on pose v := dyu
et w := dyu. Alors, on a Oy = f + ? Q,w et d,v = dyw. En notant U := (v,w)?, on

obtient )
[ f c® 0w
U = ( 0 ) + ( O, )

:<£>+<(1’ ﬁ)axu

2
En posant A := ( (1) CO ) et F':= ( g ), on en déduit que U vérifie ’équation

d’advection vectorielle
oU —A0,U = F.
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Ainsi, il est plus commode de considérer comme modele hyperbolique 1’équation
(plus simple) d’advection donnée par (1.1.6).
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Chapitre 2

Problemes elliptiques

2.1 Problemes elliptiques 1d, approche formelle

On considere une barre électrique chauffée par une source de chaleur f dont les ex-
trémités sont plongées dans la glace. Soit u(z) la température au point = de la barre. On
modélise la barre par l'intervalle [0, 1]. Alors, dans le cas stationnaire, u est solution de

{ —u'(x) = f(z), = €]0,1],
u(0)

) 0 (2.1.1)

On va étudier la résolution numérique de 'e.d.p. (2.1.1) en supposant la solution u régu-
licre (autrement dit u € C?(0,1)). On admettra dans cette partie le caractére bien posé
de cette e.d.p. qui sera démontré plus loin.

Remarque 2.1.1. Pour que la solution u de (2.1.1) soit réguliere, il est nécessaire que f
soit continue. Dans ce cas, il est alors assez simple de déterminer u. L’intérét de développer
une méthode numérique pour résoudre ’équation (2.1.1) réside dans le fait que cette
méthode s’adapte ensuite a tout probleme elliptique et s’écrit simplement dans le cas de
I'équation (2.1.1).

On décrit la méthode en trois parties : choix du maillage, choix du schéma numérique
et détermination du probleme discret.

lére étape : Choix de la discrétisation, maillage.
On considere une subdivision

021‘0<{L'1<"'<$N<IN+1:1,

de l'intervalle [0,1], ou N € N. Pour ¢ = 0,..., N, on pose h; := x;1; — ;. Le pas du
maillage est défini par

h := max h;.
i=0,...,.N

Pour la méthode des différences finies, on considere un pas de maillage constant, i.e.

h=h; Yi=0,...,N.



20 CHAPITRE 2 : Problémes elliptiques

On a alors x;,1 = z; + h pour tout ¢« = 0,...,N. La premiere étape de discrétisation
consiste a remplacer le probléme (2.1.1) par

(2.1.2)

2éme étape : Construction d’'un schéma numérique.
On suppose u € C?(0,1). Alors u admet un développement limité sous la forme

w(xip1) =u(x; +h) :
u(x;) + hu'(x;) + ?u”(a:i) + O(h?),

et

w(wi_q) u(z; — h)
h2
= u(z;) — hu'(z;) + ?u”(xi) + O(R?),
ott |O(h®)| < ¢h® ol ¢ est une constante indépendante de h. En additionnant les deux
égalités précédentes, on obtient 1’expression suivante pour u”(z;) :

() = UTer1) = 2 “]ffi) Fulrio) o), (2.1.3)

Autrement dit, I'expression

w(xip1) — 2u(x;) + u(z_q)
h? ’

est une approximation de u”(z;) pour h suffissamment petit. Pour ¢ = 0,..., N + 1, on
note u; une approximation de u(z;), d’ott ug = uy,1 = 0 (prise en compte des conditions
aux limites). Alors, a priori (cela sera justifié dans la section suivante), 1’expression

U1 — 2u; + Uiy

. : (2.1.4)

est une approximation de u”(x;).

Remarque 2.1.2. Ce choix d’approximation n’est pas unique, il est celui qui détermine
le schéma numérique considéré. Dans notre cas le schéma sera dit centré car il fait
intervenir ¢ — 1 et ¢ + 1, d’ou une symétrie par rapport a l'indice .

Avec ce choix d’approximation, on peut approcher le probléeme (2.1.2) par le probléme
discret suivant : trouver uq,...,uy € R tels que

Uip1 — 2U; + Uiy .
i = ZEZ' 5 VZ: 17...7N,
h? fe) (2.1.5)

Ug = UN+1 = 0.

3éme étape : Passage au probleme matriciel.
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On va écrire (2.1.5) sous forme d'un systéme matriciel. On pose Uy, = (uy,...,uy)?.

Il faut tout d’abord prendre en compte les conditions aux limites ug = uyy1 = 0 (celles-ci
n’interviennent que a ce niveau). Pour i = 1, puisque uy = 0, le probléme se simplifie

Uy — 2U
_% = flx).

De méme, pour : = N, on a

—2 Uy + Un—1

Ainsi, (2.1.5) s’écrit
-2 1 0 ... 0 Uy f21)
1 -2 1 0 : :
1
—3 _
. : : 1 . .
0 .. .1 =2)\ 4y Flzx)
Autrement dit, le vecteur Uy, est solution du systeme matriciel
AUy = by, (2.1.6)
ou Ay € RVXN et b, € RN sont donnés par
2 1 0 ... 0 f(a1)
1 -2 1 0 :
1 . . . .
A, = | . U et by = : : (2.1.7)
: ST :
o ... ... 1 =2 f(zn)

Ainsi, on a la méthode suivante pour obtenir une approximation numérique de la solution u
de (2.1.1) :

On choisit un pas de maillage h > 0 petit (détermine la subdivision (z;);—._ nN+1)-

1.
2. On détermine une approximation de u”(z;) par les développements de Taylor,
3.

On en déduit un systéme matriciel A,U, = by, dont la solution Uj, = (uy,...,uy)?

approche le vecteur (u(z),...,u(zy))T.

4. On résout le systeme AU, = by,.

Exemple 2.1.3. On donne dans la figure 2.1 les graphes obtenus pour f = 2 suivant le
nombre de points de discrétisation choisi, ainsi que le graphe de la solution exacte.

Remarque 2.1.4. Le choix du pas de maillage h détermine le nombre N + 2 de points
de discrétisation. Ainsi, si h est tres petit, le nombre N + 2 de points considérés est tres
grand et 'approximation Uj, est une meilleure représentation de la solution u. Dans la
pratique, un pas de maillage h trop petit peut entrainer un cotit de calcul prohibitif et
il est donc nécessaire de déterminer un pas de maillage suffisamment petit pour obtenir
une bonne approximation sans que le temps de calcul soit trop long.
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Approximation avec N+2 points de discretisation. Solution exacte.
1.0
0.8 0aq
0.5 089
0.7 0.7
087 05T
0.5 R
0.4 0.4
0.3 0.37
0.z 0.2

0.17 0.1

oo rr7T—r—T——7r——7— o tr—rr—rr—r"r-r—"T"—"r—7—
00 041 02 03 04 06 OB 0OF 08 08 10 00 041 02 02 04 06 O 0OF 08 08 10

FIGURE 2.1 — A gauche, approximation de la solution de (2.1.1), avec f = 2, pour N + 2
points de discrétisation avec N = 2,7 et 20. A droite, la solution exacte.

Il reste certains points a vérifier :
1. que le systéeme matriciel A,U, = b, admet une solution unique,

2. que Uy, est continue par rapport aux données by, (autrement dit qu'une légere varia-
tion de by, n’entraine qu’une légere variation de Uy),

3. que, pour h — 0, le vecteur Uy, solution de A,Uj, = by, converge bien vers (u(xy), ..., u(zy))?

(autrement dit, que c’est effectivement une bonne approximation de ).

Remarque 2.1.5. Les deux premiers points forment une version discrete de la notion de
probléme bien posé d’'Hadamard. Le premier point est logique du fait que I'on cherche a
déterminer Uy, d’ou la nécessité d’existence. L’'unicité est utile pour obtenir le U; cherché
(et non une autre solution). Le deuxiéme point est particulierement important car en
pratique le vecteur by, est obtenu en calculant des valeurs approchées des f(xz;), ainsi on
commet une légere erreur sur by. La continuité de U, par rapport a b, permet de s’assurer
que la légere erreur commise sur b, n’entraine qu'une légere erreur sur Up,.

2.2 Justification des calculs : consistance, stabilité et
convergence

Pour justifier 'approche formelle de la section précédente, on introduit trois notions
que 'on définira rigoureusement plus loin :
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1. consistance, signifie que le systeme matriciel A,U;, = b, est une approximation de
le.d.p. (2.1.1),

2. stabilité, signifie que la solution U}, est continue par rapport au données by,

3. convergence, signifie que U, converge (dans un sens a préciser) lorsque h — 0 vers
la solution w de (2.1.1).

On fera appel au résultat suivant :

Proposition 2.2.1 (Principe du maximum discret). Soit b € RY tel que b; > 0 pour
touti=1,...,N. SiU € RY vérifie A,U = b, o A}, est donnée par (2.1.7), alors U; > 0
pour tout i =1,...,N.

Démonstration. Soit k le plus petit entier tel que

U, = min U,.
i=1,...,N
On suppose Uy, < 0. Trois cas sont possibles : k=1, 1 <k < N et k= N.
Pour k =1, (A,U); = by > 0 entraine

U201

o =0

d’ou

Uy <2U;.

Or Uy = minU; < Uy donc 2U; < Uy + Uy < Uy car Uy < 0. Finalement Uy < U, :
impossible. Pour & = N on procede de la méme maniére. Pour 1 < k < N, (AU), = b, >0
entraine
Ukpr =2Uk + Uiy >0
h? -

d’ou
(Ups1 — Ug) + (Up—1 — U) < 0.
Or Uk+1 — Uk Z 0 et Uk—l — Uk Z 0 donc (Uk+1 — Uk) + (Uk_1 — Uk) = 0. Alors Uk =

Ug—1 = Ujy1, en réitérant le méme raisonnement sur k — 1 on aboutit au cas k = 1 vu
précédemment. L’hypothese Uy < 0 est donc fausse, d’ou Uy > 0. Alors 0 < U, < U; pour
tout : =1,..., N. O]

On peut maintenant montrer le résultat suivant :
Proposition 2.2.2. Le systéme matriciel (2.1.6) admet une unique solution.
Remarque 2.2.3. Le principe du maximum discret est l'ingrédient clé pour la démonstra-
tion de la Proposition 2.2.2. C’est une méthode classique pour les schémas numériques des

e.d.p. elliptiques de démontrer un principe du maximum discret et d’en déduire I'existence
et unicité du probleme discret.
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Démonstration. Supposons que le systeme (2.1.6) admet deux solutions U et V. Alors
W :=U —V est solution de A,W = 0 donc A,W > 0 et A,W < 0. Par le principe
du maximum discret, on en déduit W > 0et W < 0 dou W = 0 donc U = V. En
particulier on en déduit que I'application linéaire associée a la matrice Ay est injective or,
en dimension finie, toute application linéaire injective est bijective donc le matrice Aj est
inversible et le systéme (2.1.6) admet une unique solution. O

Remarque 2.2.4. Une autre preuve consiste a montrer que A, est symétrique définie po-
sitive. Cette propriété permet de plus d’utiliser la méthode de Cholesky pour la résolution
numérique du systeme A,U;, = by,.

Définition 2.2.5. (Erreur de consistance) On appelle erreur de consistance R d'un
schéma numérique la quantité obtenue en remplagant, dans le schéma numérique, I'incon-
nue par la solution exacte u. En particulier, pour le schéma (2.1.6), on a R = A,U — by,
ot U = (u(z1), ..., u(zy))T.

Dans le cadre du schéma numérique (2.1.6), 'erreur de consistance r; au point x; (iéme
coordonnée de R) est donnée par

1

— o (ul@in) = 2u(x) + u(zio1)) = f(2). (2.2.1)

ri =
Définition 2.2.6. (Ordre d’'un schéma) On dit qu’un schéma numérique a N points de
discrétisation est d’ordre p € N g’il existe une constante C' € R indépendante de la
solution exacte telle que I'erreur de consistance vérifie

max_|r;| < ChP.
i=1,..,N
De plus, on dit que le schéma est consistant si

lim max_|r;| =0.
h—01i=1,...,.N

Dans le cadre du schéma (2.1.6), on a le

Lemme 2.2.7. Sila solution exacte u de (2.1.1) vérifieu € C*(0,1) alors le schéma (2.1.6)
est consistant d’ordre 2. Précisément, on a

2

h
Iri| < ﬁxrg%i(] lu™ (z)], Vi=1,...,N. (2.2.2)

Démonstration. Puisque u € C*(0,1) on a le développement de Taylor & I'ordre 4 :

2 3 h4

—u(x;) + U u" () + — u® (&),

. — . / .
w(xip) = u(z;) + h'(z;) + 5 5 54

ot & € [0,1]. Le dernier terme 2 u™(g;) est le reste de la formule de Taylor. De méme,

21
on a h2 h3 h4
(i) = u(x;) — hu'(x;) + ) u(z;) — —u" () + 2
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ou v; € [0,1]. On en déduit

= (i)  2u(e) + u(z) - £z
1 2,1 ht ht 4
— = (@) () + 57 u) - fa)
= ) = @)+ g OE) + a0 ).

Or, comme u est la solution exacte de (2.1.1) on a —u”(x;) = f(x;) donc

_ @ ()
ri = o (W (&) +u (1)

On en déduit (2.2.2). O

Remarque 2.2.8. On peut remarquer que si, de plus, u vérifie ¥ = 0 alors r; = 0
donc w; = u(x;).

Définition 2.2.9. Un schéma numérique est dit stable pour la norme || - || si sa solution
(quand elle existe) est continue pour la norme ||-|| par rapport aux données. En particulier,
pour le schéma A,U, = by, cela signifie qu’il existe une constante C' > 0 indépendante
de h et by, telle que ||Uxl| < C'||b]].

Remarque 2.2.10. On rappelle que pour toute norme vectorielle || - || sur RY, on peut
définir une norme matricielle associée (norme subordonnée), encore notée || - ||, définie
sur RV par

VAeRYY, A = max{||AU], |U]| = 1}.
En particulier pour la norme vectorielle || - ||o définie par ||U||w = max{|U;| | i =

1,...,N},ona

VA= (ay)i<igeny €RVY, Al = fgag}vz |aij|-

Proposition 2.2.11. Le schéma numérique (2.1.6) est stable pour la norme || - ||o. En
particulier, on a || A; | < 1/8.

Démonstration. Soit Uy, la solution de (2.1.6) alors on a U, = 4;'b, et donc
1Unlloe = 1143 balloo < 1145 oo [1ba]oo-
I suffit donc de montrer qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que ||A; || < C.

Onnotee=(1,...,1)T e RN et At = (b;;) e RV*N on a

HA_leHOO = max |(Be);| = max ]Zb”]

1<i<N 1<i<N

Soit v € RY avec v; > 0 pour tout i. Comme A;, est inversible, il existe un unique w e RN
tel que v = Ajw. Par le principe du maximum discret, on a w; > 0 et donc (4; 'v); > 0.
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Si on choisit v = €7 le j-éme vecteur de la base canonique de RY on a (4;'v); = (4; 1)
d’ott (A;1);; > 0. On en déduit

145 el | = max \Zbu| = [max wa =145 ]oo-

1<i<N 1<z<N

On pose d = A; 'e. Alors e = Ay d, autrement dit d est la solution du schéma numérique
associé a I’équation (2.1.1) avec f = 1, a savoir

{ —w"(x) =1 dans]0,1[,
w(0) =w(l) =0.

Or w"(z) = —1 entraine w(z) = —L; +az+ et w(0) =w(l) =0 donne S =0et a=1.

Donc w(x) = =5 (r —1). En particulier on a w¥(x) = 0. D’aprés la Remarque 2.2.8, on
en déduit w(z;) = d; d'ott d; = —% (z; — 1). Alors, on obtient

1 1 1

1 ALl — _ == , <= -

147 e = 1145 el = Iidlloo = s |l = 5 o [oCaim1)] < 5 o ola—1)] = ¢

[

Remarque 2.2.12. le schéma (2.1.6) est dit inconditionnellement stable car il n’est
pas nécessaire de fixer une condition sur le pas h pour avoir la stabilité.

Définition 2.2.13. Pour un schéma numérique A,U, = b, de I’équation (2.1.1), on ap-
pelle erreur de discrétisation (ou de convergence) le vecteur e € RY dont les coefficients
sont

e; = u(x;) —u;, Yi=1,... N,
ou u est la solution exacte de (2.1.1). De plus, on dit que le schéma numérique converge
en norme || - || si l'erreur de discrétisation tend vers 0 en norme || - || lorsque le pas h tend
vers 0.

Exemple 2.2.14. Sur la figure 2.2 on a tracé ||e|l suivant le nombre de points de
discrétisations N + 2 (ici N + 2 varie de 2 a 50) pour f(z) := wsin(nz).

Théoréme 2.2.15. Soit u la solution exacte de (2.1.1) et Uy la solution du schéma
numérique (2.1.6). On suppose u € C*(0,1). Alors, l'erreur de discrétisation vérifie

2

lelloo < o 10
Donc le schéma numérique (2.1.6) converge en norme || - ||« et est d’ordre 2.
Démonstration. On pose U = (u(zy),...,u(zy))’. Alors, |le]l = ||U — Unl|eo. Par

définition de l'erreur de consistance R, on a
R = AhU — bh = Ah(U — Uh) car AhUh = bh.
Donc U — Uy, = A;'R. Alors, d’apreés le Lemme 2.2.7 et la Proposition 2.2.11, on obtient
h2

o =lARllee < 1A Mo IR oo = —
[le]| AL Rlloo < 1AL oo | R]| %

[
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FIGURE 2.2 — Graphe de ||e||o en fonction de N pour f(x) = 7sin(mx).

Remarque 2.2.16.

1. La stratégie employée est classique : on étudie la consistance puis la stabilité du
schéma et cela permet d’en déduire la convergence.

2. L’ordre de convergence du schéma est important pour comparer différents schémas.
Le pas h étant petit (donc inférieur a 1), la quantité h? est d’autant plus petite
que p est grand. Ainsi 'ordre de convergence d’un schéma détermine sa vitesse de
convergence.

3. La constante de stabilité permet de déterminer I’erreur commise en approchant le
second membre.

En effet, supposons que I’on ne puisse pas calculer explicitement f(z;) mais en obtenir
une valeur approchée. Alors on obtient un second membre

(cn)i = flxi) + &4,

oll &; est Perreur commise en approchant f(x;) et € := (g1,...,ex)’. On va alors résoudre
le probleme A,U, = ¢, au lieu de ApU;, = by,. L’erreur commise en calculant U}, est donc

101 = Unlloo = 1145 (ch = b)lloo = 145" €lloo < 1145 loo |l€]o0

Ainsi, connaissant une borne sur ||[A;||s et 'erreur commise sur les données ||¢||s, on
détermine 'erreur commise dans le calcul de Uj,.

2.3 Problemes elliptiques en dimension supérieure a 1

Le principe est exactement le méme que celui de la dimension 1, la seule différence ré-
side dans I’écriture. On va étudier seulement le cas de la dimension 2, le cas de dimensions
supérieures étant completement analogue.



28 CHAPITRE 2 : Problémes elliptiques

On cherche a résoudre numériquement le probleme

{ —Au = f dans Q=]0,1[2, (2.3.1)

u =0 sur df,

ol u = u(z,y), A = J; + 0 et 9Q est le bord de Q.
On commence par définir un maillage de 2. On pose

x; = 1h et y; = jh,
on0<i,j<N+1,h:=1/(N+1)et N€N.

Remarque 2.3.1. La méthode des différences finies nécessite de considérer un domaine €2
rectangulaire du fait du type de maillage considéré (pour des extensions & des domaines
non rectangulaires voir, par exemple, [3] page 242).

On va déterminer u; ; qui approche u(x;,y;). Par le développement de Taylor, on a

. N — ulas v s
Pur, ) = ) 20 ) E VL) o,

et

U(Q?i, ijrl) - Zu(zg y]) + U(Q?i, yjfl) + O(hS)
Un schéma numérique possible est alors de considérer I'approximation suivante de Au(z;, ;)

(9510(@-, yj) =

— Ui+ Ui+ Ui+ Ui+ Ui
h? '

Avec cette notation, le probléme discrétisé est : trouver w;; tels que

Aptij =

{ Apu f(xi,y5) pour 1 <i,j < N, (2.3.2)

Upj; = UN41,j = Ui 0 = Ui N+1 = 0 pour 1 S Z,j S N,
Pour écrire (2.3.2) sous forme matricielle, on pose

T
Up = (u11, ..., UiN, U2, - - ., U2N, - - -, UNN) -

Alors le probleme (2.3.2) s’écrit

ApUp = by,
ou A; € RN?XN? ot by, € RN sont donnés par

B C o ... 0
cC B C ... 0

1 .. . . .

A = 72 ;

: .. . C
O ... ... C B

et
bh = (f(xlayl)a"'7f(x17yN)7f<w27y1)7-.,7f(xN7yN))T7
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avec
4 1 0 ... 0
1 —4 1 0
B= S P e RVN of O =TIy eRVN,
: S |
0 ... ... 1 -4

Tout les résultats de consistance, stabilité et convergence du cas de la dimension 1
s’adaptent sans modification majeur.

Exemple 2.3.2. Soit u(z,y) == —z(z — 1)y(y — 1) exp(zy) et f = —Au, de sorte que u
est solution de (2.3.1). Sur la figure 2.3, on a tracé les isovaleurs de 'approximation de u
donnée par (2.3.2) pour un pas d’espace h = 0.02 que I'on compare a la solution exacte u.

Solution approchee pour h=0.02 Solution exacte
14

og

0s

o7 07
0.8 06
0.8 0.5
0.4 0.4
0.3 0.2
0.2 0.z
0.1 0.1
0.0 0.0
00 01 02 03 04 05 06 0F 08 089 10 00 0102 03 040506 07 08 049 10

F1GURE 2.3 — Comparaison entre solution approchée et solution exacte pour le probleme
de Dirichlet en dimension 2

Remarque 2.3.3. On peut choisir un pas h en x et k en y différents. Dans ce cas
Ay € RVMXNM “oy h = 1/(N +1) et k:=1/(M + 1).
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Chapitre 3

Problemes hyperboliques

Dans ce chapitre, on étudie la résolution numérique par différences finies de 1’équation
d’advection

{ Ou(t, ) + a(t, x)u(t,x) =0,  (t,x) € R xR, (3.0.1)

u(lt=0,2) =uy(r), =z e€R,

ou la vitesse de transport a et la donnée initiale uy sont données.

3.1 Définitions et solution explicite

Définition 3.1.1. On appelle solution classique de (3.0.1) toute fonction u € C'(R% x R)
qui vérifie (3.0.1).

Définition 3.1.2. On appelle courbe caractéristique de (3.0.1) la solution X = X (t,y)
de

{ 0X(ty) =al(t, X(ty), (Ly) eRL xR, (3.1.1)

X(t=0,y) =y, y eR.

Dans la suite, pour simplifier, on suppose a constant. La solution de (3.1.1) est alors
donnée par X (t,y) = at + y.

Proposition 3.1.3. On suppose ug € C'(R). Alors, les solutions classiques de (3.0.1)
sont constantes (par rapport a la variable t) sur les courbes caractéristiques, i.e. si u est
solution classique de (3.0.1), on a

Réciproquement, si u vérifie (3.1.2) alors u est solution classique de (3.0.1).

On sait que X (t,y) = at+y. Alors, sous les conditions de la Proposition 3.1.3, si u est
solution classique de (3.0.1), on a u(t,at + y) = uo(y). On en déduit u(t,y) = uo(y — at).
Ainsi, on obtient le résultat suivant :
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Corollaire 3.1.4. Si uy € CY(R), il existe une unique solution classique u de (3.0.1)
donnée par
u(t,y) = uo(y —at) pour (t,r) € R x R.

Remarque 3.1.5. La condition ug € C'(R) est nécessaire pour que u € C*(R* x R).

Démonstration de la Proposition 3.1.3. On suppose que u est solution classique de (3.0.1)
et on calcule

0
o7 16X (69)] = Ot X (8.) + X (t,y)Du(t, X (t.1))
= 8tu<t7 X(ta y)) +a axu(ta X(t7 y)) = 07
d’ou
u(t, X(t,y)) = (0, X(0,y)) = uo(y).
Réciproquement, soit u telle que u(t, X (t,y)) = uo(y). Alors O [u(t, X(t,y))] = 0, d’on
(d’apres le calcul ci-dessus)

Owu(t, X (t,y)) + 0 X (t,9)0.u(t, X (t,y)) =0,

ce qui donne le résultat puisque la droite X (t,y) est une bijection de R. O

3.2 Méthode numérique : approche formelle

Comme dans le cas des probléemes elliptiques, on commence par discrétiser I’espace de
définition de l'e.d.p. (3.0.1). On note Az et At les pas d’espace et de temps, supposés
positifs et petits. On se place sur un intervalle de temps borné [0,7], ou T = NAt
avec N € N. On pose

$j = jAI‘, j - Z,
t, =nAt, ne{0,...,N}.

Alors, on cherche une approximation u} de u(t,,z;). Les développements de Taylor
donnent
U(tnir, T5) = w(ty, ;) + At Qpu(t,, ;) + O(AL?),

) U(tn, Tjv1) = u(ty, ;) + Az Oyu(ty,, v;) + O(Ax?),
U(tn, Tj 1) = u(ty, z;) — Az dyu(t,, ;) + O(Ax?).
Donc on a
Opu(ty, x;) = u<tn+1’xj)A; u(tn, ;) + O(At),
Dot ;) = U(tnaxj+1)2;;‘(t”’xj_l> + O(Ax).

Un premier choix simple de schéma numérique pour 'e.d.p. (3.0.1) est alors

n+1 n n n
I I o S e B
At 2Ax ’

u

(3.2.1)

0o _
uj
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Ce schéma peut encore s’écrire sous la forme (en laissant de coté la condition initiale)

uj—i-l =ul+a Az (uj+1 — uj—l)' (3.2.2)

Il est dit explicite en temps (le terme en n + 1 est donné en fonction de n) et centré en
espace.

3.3 Consistance, stabilité et convergence

Pour u} une approximation de u(t,,x;), on note u" = (u});ez € RZ. Les schémas que
I’on va considérer sont les schémas qui s’écrivent sous la forme

u" = Eau™, ¥Yne{0,...,N}, (3.3.1)
ol Ea est une application linéaire sur RZ. On parle de schéma & deux niveaux.

Remarque 3.3.1. L’approximation u" de u & 'instant ¢, est ici un élément de R% parce
qu’aucune condition aux limites n’a été spécifiée. Dans la pratique, lorsque 'on ajoute
une condition aux limites, u" est un vecteur et Ea une matrice.

Définition 3.3.2. Pour un schéma numérique du type v = Exu™ de 'e.d.p. (3.0.1),
on définit ’erreur de consistance r" au temps t,, avec n > 1 par
1

o= E(an — Epau" ),

ou 4" = (u(ty, x;));ez avec u la solution exacte de (3.0.1).

Remarque 3.3.3. Par exemple, pour le schéma (3.2.1), a partir de l'expression (3.2.2)
on a (au point ;)
n 1 ~n ~n—1
i = E(ug — (Eat"™);)
_u(tn, ) —ultn-1,25) ta u(tn 1, 7501) —ulty_1,751)

N At 2Ax

Autrement dit, on obtient que 7 est I'erreur commise en remplagant u par u(ty, z;), ce
qui est conforme a la définition donnée dans le chapitre précédent.

Soit n € {0,..., N}. Avec ces notations, on a
a =yt =gt — EAu”_l — EA(an_l _ un—l) + a — EAﬂn_l
= Ea(@" ' —u") + 1" At

0 0

Sin =0, puisque @’ = u", on a
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alors on obtient

n
@ -t = ALY ER R
k=1

On en déduit pour toute norme || - || sur RZ :

n
~n __ .n < n—k k|| < n—k,_k
" — ] < A B < nt s ||BE 4

k=1
< T max ||[Ex ||,
1<k<n
Si le schéma est stable pour la norme || - ||, alors il existe une constante ¢ indépendante

de n, At et Ax telle que pour toute condition initiale u°, on a ||[EXu°|| < c||u°||. En
particulier, on obtient
1EA ]| < ellrt]].

Si le schéma est consistant d’ordre p pour la norme || - || alors on a ||r"|| < ¢|Az[? ou ¢
est une constante indépendante de n, At et Ax.
Finalement, on obtient que, si le schéma est consistant d’ordre p et stable pour la
norme || - ||, alors
[|a™ —u™|| < T |AzP.

On a donc le résultat suivant :

Théoréme 3.3.4 (Théoreme de Lax). Si le schéma (3.3.1) est consistant d’ordre p
et stable alors il est convergent et ’erreur de discrétisation tend vers 0 comme AxP
lorsque Ax — 0 et At — 0.

On va voir dans la suite comment déterminer si un schéma du type (3.3.1) est stable
pour la norme (*(Z).

3.4 Etude de la stabilité par analyse de Fourier

Un schéma a deux niveaux u"*! = Exu™ peut encore s’écrire

k k
Yo oemulin = > dpuly,, (3.4.1)

m=—k m=—k

ou k € N et ¢p,d,, € R pour tout m € {—k,...,k}. On suppose u" € [*(Z), i.e.
> jez |u§L‘2 < 0.

On définit la fonction v™ : R — R par

sixze(|(j—1/2)Ax,(j+1/2)Ax]. (3.4.2)

v"(z) = uj

Alors, v € L*(R) et sa transformée de Fourier est définie par

Fo () = \/12_7T/Rv"($)e_iz§ dx.
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D’apres le théoreme de Plancherel, on a

1
1 2
2
1Fo ey = 110" ez = ([ 107 do)” = (Z Ax|u;|2)
JEZL
=V A._'E ||Un||l2(z),

donc étudier la stabilité [? de u™ revient a étudier la continuité de 1’ application V0 = Fo"

dans L*(R). De plus, on a v"(z +mAx) = u},,, pour x € [(j — §)Az, (j + 3)Axz].

Or Flv"(z+mAx)|(§) = ™A Fyn(€). Ainsi, par transformée de Fourier, le schéma (3.4.1)
s’écrit i
Z Cmfvn—l—l zmAm{ Z d FU zmAxf'

m=—k m=—k
On en déduit
Fo"tH (&) = g(& Az, At)Fu™(€),

ou le coefficient d’amplification ¢(§; Az, At) est donné par

k
Z dmeimAx§
(& Aw, At) = ==

Z CmeimAxf .

m=—*k

On a alors le résultat suivant sur la stabilité {> des schémas a deux niveaux :

Théoréme 3.4.1 (Critere de Von Neumann). Le schéma d deux niveauz (3.4.1) est stable
en norme [*(Z) si et seulement si

sup [g(&; Az, At)| < 1+ MAL, (3.4.3)
£eR

ot la constante M est indépendante de At et Ax.

Démonstration. On a

1

u” 2 = — .F’Un 2

H HZ(Z) \/A_xH HL(R)
et

F" (2w < Sup 19(& Az, AL [|F0" )] r2m
< (sup|g<g; A:c,mn) PO,
£eR

d’ou

ol < (suplo(es a0, 801 1l
¢eR
Alors, si (3.4.3) est vérifiée, on obtient

Hu"le(Z) S (1 —+ MAt)n HUOHZ2(2), V n e {O, Ce ,N}
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Or, puisque 1 + MAt > 1, on a

(1 4+ MAH"™ < (1 4+ MAHN < MNA— MT
Donc

lu"llez) < e |[ulle@), ¥ nefo,...,N},

la constante e étant indépendante de n, At et Az, le schéma est stable.
Réciproquement, si le schéma est stable alors on a

[u™li2z) < cl|u’|lie@), Y ne{0,...,N},

d’ou

|[u"]|i2z)
sup g
werzno} [0 ]z@)

On admettra le résultat suivant

Lemme 3.4.2. Soit f : R — R une fonction continue et bornée et P € L(L*(R)) l'opé-
rateur défini par F(Pu)(§) = f(&)Fu(§). Alors ||Pllzi2my = || flloo, i-e.

|| Pul|r2m®)

= [[floe-

sup

ueL2(R)\{0} ||UHL2(R)

On applique le lemme pour I'opérateur P défini par F(Pv°) = Fo" = g(&; Ax, At)"Fob.
On en déduit

0" | L2 ||[u"|]i2(2)

sup

sup [g(¢; Az, At)|" = sup = o — <
£ER u0ei2(Z)\{0} ||u ||l2(Z)

werz@\o} |10 z2®

®) _
R)
Alors, |g(&; Az, At)|" < ¢ et donc, pour n =N = L, on a

19(&§; Az, At)| < T <1 + MAt,
pour tout £ € R. .

Remarque 3.4.3. Le critere de Von Neumann est une condition nécessaire et suffisante
donc celle-ci permet de montrer la stabilité d’un schéma numérique mais aussi son insta-
bilité.

Proposition 3.4.4. Le schéma d deuz niveauz (3.2.2) est inconditionnellement instable
en norme 1*(Z) (et donc, a fortiori, en norme [*°(Z)).

Démonstration. On a
At
n+l1 =v"(2) — g —— (" Az) — " (x — A
V" (x) = 0" (2) a2Ax( (x + Az) —v"(x x)),

ce qui entraine
Fo" (¢ =(1- ;<em — e RN FV(E) = (1 - iAsin(¢AT)) Fo"(€).

ou\:=a ﬁ—;. On a donc pour coefficient d’amplification g(&; At, Azx) = 1 —iXsin({Ax).
On obtient
lg(&; At, Az)]? = 1+ M sin?(EAx),

donc supgcg |9(§; At, Az)| > 1 pour tout Az, At > 0. O
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3.5 Exemples de schémas

Pour toute la suite, on pose A := a %. On note u la solution exacte de (3.0.1), que

'on supposera de classe C?, et on pose a} = u(ty, ;).

3.5.1 Le schéma explicite centré

Il est défini par
u'r‘z—i-l — /\

j Uy — 5(”%1 - u;'l—1)-

C’est le schéma (3.2.2) vu précédemment. Il est explicite en temps (u"*' est donné en
fonction de u") et centré en espace (dii a 'expression uf,; —uj_;). Ce schéma n’étant pas
stable, il est inutilisable en pratique.

n+1

3.5.2 Les schémas explicites décentrés
Il y a le schéma explicite décentré a droite (ou décentré aval)

n+1

U;

=uj — AMuj,, —uj), poura <0,
et le schéma explicite décentré a gauche (ou décentré amont)

n+l _ n n n
u;™ =y — AMuj —wuj_,), poura>0.
Consistance. On va montrer la consistance du schéma explicite décentré a gauche (le cas
décentré a droite se traite de la méme maniere). On a

ntl _ m o AP,
ujH = uj + At atuj + 7 atzuj + O(At?)),

et
~n ~n ~n Az? 2~n 3
ay =y — Ar 0,1} +78xuj + O(Az?).

L’erreur de consistance au temps ¢, et au point x; est donc

n+1 1 ~n ~n At2 2~n ~n 3

P = At<uj + ALOI + S 0RE — @+ O(AFY)
Az? 3

PN — @+ A 0, — == 0%) + O(As ))

g At 5 o Nz, A, Az?

J
~n At 2~m ~n aAx 2~n 2 A$3

a’At . aAx
=y %0

o Ar?
aiuj +0 <At2+At> )
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car dyu + adyu = 0 et O?u — a*9>u = 0 (s’obtient en dérivant dyu + ad,u = 0 en temps
d’une part et en espace d’autre part). Alors, en supposant le rapport &2 constant, on

At
obtient A
alAzx o
== (A —1)d2u} + O(A* + Az®)

Tn—l—l

Ainsi, le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et 1 en espace si A # 1 et d’ordre au
moins 2 en temps et en espace si A = 1.

Stabilité. Etudions maintenant la stabilité. Par transformée de Fourier, le schéma explicite
décentré a gauche s’écrit

Furth(€) = (1= AL — e %)) Fur(e).

Le coefficient d’amplification est donc g(&; Az, At) = (1 — A(1 — cos(§Ax)) — iAsin(EAx)).
O
o 19(&: Az, A2 = (1 — M1 — cos(EAR)))? + A2 sin(EAx)?
=142\ +2X* — 2X\(A — 1) cos(£Aw)
=1-2X1—XA)(1 —cos((Ax)).

Comme 1 —cos(§Ax) > 0, en étudiant le signe de A\(1—\) et le fait que A > 0 (car a > 0),

on obtient
1 siA<1,

max |g(§; Az, At)| =
e lot ) { 1—2M\1—)) siA>1.

On en déduit que le schéma explicite décentré a gauche est stable en norme [?(Z) sous la
condition dite C.F.L. (Courant-Friedrichs-Levy) :

At
A=a— < 1.
“Ar =
3.5.3 Le schéma de Lax
C’est le schéma explicite donné par
n+1 1 n n n n
wit = S (uy oy ) — 5 (ufy —ug ).

2 2

Consistance. On a

At?
éﬁ+1:iﬁ—%At&ﬂ?+~7?iﬁa?+CXAﬁ)

pour la variable en temps, et

~n ~n ~n ~n A$2 2~n ~n ~n A$2 2~n 3
ay oy Uy, =y — Ar0,uy + 5 Oy} +af + Ax 0,4 + — oyu; + O(Ax”)
= 20" + Aa? 020" + O(Ar?),
avec

Az? Az?
o= Oy Ar 0, + == Opuy — i + Aw Qi — — =

= 20z 0, + O(Az®),

ap g — U drulf + O(Ax?)
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pour la variable d’espace. Donc 'erreur de consistance au temps ¢,41 et au point z; est

; 1 A A
o o= Y (a? + At O + —— 071 + O(AL®) — ) — —x 02 + MNAz 0,1 + O(Ax®).
~n ~n n n Ax3
= &:uj + aazuj 82 ;o= 82 + O <At2 + At)

Or 07a} = a® 0Zu}. Ainsi, en supposant le rapport £ constant, on obtient

" B alAt  Ax?
T2 2AE

) 02 + O(AF + Az?)

_ Az 2 4 2 2
=3 (aAt aA) o;u? + O(At” + Azx*)

_ ¢ S 25 2 2
= ()\ A) Az 020" + O(AF + Aa?)

On en déduit que le schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace si A # 1 et d’ordre 2 en
temps et en espace si A = 1.
Stabilité. Par transformée de Fourier, on obtient

Fu't(€) = (cos(EAZ) — iAsin(EAT)) Fu"(€).
Le coefficient d’amplification est donc g(&; Az, §t) = cos(§Az) — iAsin((Ax), d'ou
lg(&; Az, 5t)|* = cos®(EAx) + N sin?(EAT).
On en déduit immédiatement que le schéma de Lax est stable en norme [*(Z) si et seule-

ment si la condition C.F.L. A <1 est vérifiée.

3.5.4 Le schéma implicite centré

C’est le schéma implicite (i.e. u™ est donné en fonction de u"*') donné par
ot =g
L +a- )
At 2Az

Celui-ci peut se réécrire

A
u? =t 4

j 5
soit encore u" = A u™t! ol Ax est un opérateur sur R%. Ainsi, en inversant Aa, on
retrouve bien un schéma a deux niveaux.

Consistance. On a

att —ay 1 (

(ujin — wihy),

I _

At At

gt — <~”+1 At Oyt + AQaQ ”“) - O(At3)>

J J

At
— 9t — 783@;?“ + O(At?),

J

)
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) gf-at
J J—1 ~n+
o = 0, 4 O(Aa?),

Donc 'erreur de consistance au temps ¢, et au point x; est

A
rtl — 225 (‘92 ”+1 + O(Az? + At?).

J

Le schéma implicite est donc consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
Stabilité. Par transformée de Fourier, on obtient

Fo'(€) = (1 +idsin(EAx)) Fo"t(¢),

donc le coefficient d’amplification est

1
1+ iXsin(Az)’

(& Ax, At) =

Alors, on a

1
l9(&; Az, A = 1+ A2sin?(£Ax) =1

Le schéma implicite centré est donc inconditionnellement stable en norme [*(Z).

3.5.5 Le schéma de Lax-Wendroff

C’est le schéma explicite donné par

n+1 n A n n >\2
Uy = _5(“j+1—“j—1>+ 2( je1 — 2uf +ug ).

Consistance. Par les mémes calcul que précédemment, on obtient facilement que le schéma
est consistant d’ordre 2 en temps et en espace sous I’hypothése 4 X constant.

Stabilité. Par transformée de Fourier, on obtient le coefficient d’amplification
9(& Az, At) = 1 — idsin(Az) + A2 (cos(€Az) — 1). On a alors

19(&; Az, At)] = 14+ XN2(A\? — 1) (€ cos(Ax) — 1),

Donc 2( 2 )
' T 4NN 1) siA>1
max [g(¢; Az, At —{ 1 si A< 1.

D’apres le critére de Von-Neumann, le schéma est donc stable en norme [%(Z) sous la
condition C.F.L. A < 1.
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Chapitre 4

Problemes paraboliques

4.1 Propriétés

Dans ce chapitre, on étudie la résolution numérique par différences finies de 1’équation
de la chaleur
O — 02u =0, (t,x) €]0,T[x]0, 1],
u(t=0,2) = up(z), z €]0, 1], (4.1.1)
u(t,0) =wu(t,1)=0, t€]0,T],

ou la condition initiale uy est donnée.
On admettra ici le résultat d’existence et unicité suivant (voir par exemple [1]) :

Théoréme 4.1.1. Siug € C'(]0,1]), alors il existe une unique solution
u e C*(]0,7[x]0,1[) N C*([0, T x [0, 1]),
de (4.1.1).

Remarque 4.1.2. On peut montrer qu’en réalité, on a v € C*°([0,T] x [0, 1]) alors que
la condition initiale est seulement C'. On parle de propriété de lissage de 1’équation de la
chaleur ou encore de régularisation.

On verra plus loin que pour les schémas numériques de ’équation de la chaleur on
peut obtenir (comme dans le cas elliptique) de la stabilité en norme [*°. Ceci est di au
fait que ’équation de la chaleur vérifie un principe du maximum (voir [1]).

Proposition 4.1.3 (Principe du maximum). On note K := [0, T|x |0, 1]. Soient ug € C*(]0, 1[)
et uw € C%(]0,T[x]0,1[) N C*([0,T] x [0,1]) la solution de (4.1.1). Si ug > 0 dans ]0,1],
alors w > 0 dans 10, 1].

Dans la suite, on va étudier quelques schémas numériques pour I’équation de la chaleur.
On utilisera les notations suivantes :
o t, :=nAt et z; := jAzr avecn € {0,...,N}, ot NAt =T et j € {0,...,J +1}
ou (J+1)Ax =1, N,J eN.
e L’approximation de u(t,,r;) est notée u} et v" est la fonction définie par (3.4.2)
associée au vecteur u" = (u})1<j<J.
e Si u est la solution exacte de (4.1.1), on note @} := u(t,, r;).
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4.2 Exemples de schémas

4.2.1 Le schéma explicite centré

On le définit par

o ui o up =20+l
At Ax?

u

— 0, 1<n<N,1<j<J

uy =uj,; =0, 0<n<N.

Remarque 4.2.1. Pour tout les schémas numériques, les conditions initiales et aux limites
sont toujours les mémes. On ne les rappellera plus pour les schémas suivants.

Ce schéma peut encore s’écrire sous la forme

A
Ax?’

n+l _ ,n n n n N —
upt =y AMufyy —2uf +ul ), o A=

Il s’agit donc d'un schéma & deux niveaux : u"™ = Au™ ott A € R/*/ est donnée par

1—2\ A 0o ... 0
A 1—2\ X ... 0
A =
: . . A
0 A1 =2\

Contrairement au probléme d’advection, A n’est plus un opérateur sur R? mais une ma-
trice car on s’est placé dans l'intervalle borné [0, 1]. En pratique, pour résoudre numé-
riquement 1’équation de la chaleur (4.1.1) il suffit de calculer pour n € {1,..., N} les
itérées u™ = A"u® connaissant u® = (ug(;))1<j<J.

Consistance. Dans le cas des problémes elliptiques on a montré que l'on a

1

E?(a?“ —2a} + 4l _)) = 07 + O(Ax).

L’erreur de consistance au temps ¢, et au point x; est donc

At
P = 0 + S 9w — G2 + O(AP + Ad?)

J
A

= 5 9w + O(AP + Ac?).

J

Le schéma est donc consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
Stabilité. On va étudier la stabilité [* du schéma. On a

W =+ Al = 20 Ful)) = (1= 20l 4 Ml + Al
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On pose M™ = max;<j< ul. Si A < 4, (1 —2X) > 0 donc (puisque A > 0)

uf Tt < (1= 20) M 4 AM + AM™ = M,

J

On en déduit
On obtient donc
De méme, on a

d’ott ||u"]|ee < [|t°||so (principe du maximum discret). Autrement dit, le schéma explicite
centré est stable [*° sous la condition A < %

4.2.2 Le schéma implicite centré

Il est défini par
P w2 g (42.2)
At Ax? ’ o

u

que l'on peut aussi écrire

n _ ,n+l n+l n+1 n+1
uj = uj AMujly —2uf™ + iy,

avec \ 1= % comme précédemment.

Le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace (calcul identique a celui
du schéma explicite).
Stabilité. Les schémas explicite et implicite sont tout deux du méme ordre mais le schéma
implicite est plus compliqué a mettre en place puisqu’il faut inverser la matrice A telle
que u" = Au™*! pour pouvoir I'utiliser. L’avantage du schéma implicite est que celui-ci,
comme on va le montrer ci-dessous, est inconditionnellement stable en norme [*°.

On a

uf = (1420 uf ™t = Mt — ]

1
Soit jo € {1,...,J} tel que

u = max u7 L.
Jo 1<5<J J
Alors, puisque v/t > ™, on obtient

u = (1+ 2/\)u}‘0+1 — A At > (14 20)u T — )\U?OH — /\ugloJrl =y,

Jo Jo—1 Jjo+1 = Jo - Yo
d’ott max u? > " = max «”"!. On en déduit
1<j<g Y Jo 1<j<g Y
max v’ > max u”, Vn=1,...,N.

i<g<s ) T agggg

On en déduit le principe du maximum discret et donc le schéma implicite centré est
inconditionnellement stable en norme [*°.
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4.2.3 Le 6-schéma et le schéma de Crank-Nicholson

Il s’agit d’une combinaison convexe du schéma explicite et du schéma implicite suivant
un parametre 6 € [0, 1]. Autrement dit, celui-ci est donné par

n+l _  n n+l n+1 n+1 no__ n n
u; uj 0 u;ity = 2up +ugyy _ -0 ui_y —2uf +uiy
At Ax? Ax?

Pour 6 = 0, on obtient le schéma explicite et, pour § = 1, on obtient le schéma implicite.

—0 (4.2.3)

Proposition 4.2.2. Le 0-schéma (4.2.3) est consistant :
1. d’ordre 1 en temps et 2 en espace si 0 - %,
2. d’ordre 2 en temps et en espace si 0 = %, dans ce cas le 0-schéma est appelé schéma

de Crank-Nicholson.

Démonstration. Partant des développements limités obtenus pour les schémas précédents,
I'erreur de consistance au temps ¢,1; et au point z; est donnée par

At

= g+ = OFa — 002 — (1 0)0%) + O(AF + A?)
At
= Oyl — 0ty + - 0y — 0(97u; " — 0if) + O(AF* + Az?)
At ~n ~n ~n

=5 ruy — 0(dzult! — 92uy) + O(AL* + Ax?).

Or on a
2uit! = 92u) + At 8,077 + O(AF?),

d’ou

At
Pl — 5 Oy — OAL 9,021 + O(AE® + Ax?)

J
_ Ay, (0 — 20020} ) + O(AL? + Ax?).
2 J ]

Le terme 0;u} — 298%12? ne s’annulant (indépendamment de n et j) que si 6 = %, on obtient
le résultat cherché. O

Etant donné qu’établir un principe du maximum pour le f-schéma peut s’avérer com-
plexe (dii & la dépendance suivant le parametre @), on va étudier la stabilité /> du schéma.
On a le résultat suivant :

Proposition 4.2.3. Soit A := 2% Le -schéma (4.2.3) est :
1. inconditionnellement stable en norme I* si 0 > %,

2 oy 1 . 1
2. stable en norme 1° sous la condition A < 3i-28) 5 0 < 3

Démonstration. Par transformée de Fourier, on obtient

FotH(E) — Fo™(€) — 20\ (cos(EAT) — 1) Fo™ (&) — 2(1 — ) A\(cos(EAT) — 1) Fu™(€) = 0,
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d’ou
(1 —20A(cos(EAz) — 1)) Fu" () = (1 + 2(1 — O)A(cos(EAT) — 1)) Fu"(£).
On obtient donc pour coefficient d’amplification

14 2(1 — O)A(cos(€Az) — 1) 1 —4(1 — O)Asin?($52)

g(&; AI7At) = 1— 29A(COS(§AI) . 1) - 1+ 40\ sin? (éAm)

En particulier,
|1 —4(1 — ) Asin? (EAI)|
1+ 40Asin?(45%)

l9(&; Az, At)| =

Si@Z%,alorsl—é’S@donC

(A

11— 4(1 = OAsin® (3= saz

ﬂ§1+4ﬂ—9M$ﬁ@§— ),

et comme 1 + 46X sin?(45%) > 1 on obtient |g(&; Az, At)| < 1 pour tout A.
Sif<1i,|g(& A At)| 1 si et seulement si

1 —4(1 — 0)Asin? <§2x> <1+ 46 sin® <§§x> ;

4(1 — 0)\sin? (féa:) —1 <1+ 46Asin” <€2$>

La premiere inégalité a toujours lieu, et, pour la seconde, on montre aisément que celle-ci

équivaut a la condition A < 5(1-20) 29) O
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Chapitre 5

Bilan sur les différences finies et
exercices

5.1 Problemes elliptiques

On a considéré le probléeme modele

—Au = f dans (,
(5.1.1)

u =0 sur €,

ot  :=]0, 1[4 avec d := 1 ou 2.
Pour le cas d = 1, on a étudié la discrétisation donnée par
—h—g(uiﬂ —2u;+u;—1) = f(z;) pouri=1,..., N,
up = uny1 =0,

qui est équivalente au systéme matriciel A,Uj, = by, o Uy, == (uy, ..., un), by := (f(z1),. ..

et Ay € RV*N est donnée par

-2 1 0 0
1 -2 1 0

1

Ah __ﬁ
0 1 =2

Exercice 5.1.1. La condition aux limites de Fourier est une situation intermédiaire
entre condition de Dirichlet et condition de Neumann, celle-ci s’écrit (en dimension n
quelconque) % +au=pFsurdoua >0 08€cR.
On considere le probleme unidimensionnel, sujet a une condition aux limites de Fourier,
suivant
—u"(x) + cu(x) = f(z) dans]0,1],
W (0) —a(u—p5) =0, (5.1.2)

u(l)+alu—pB) =0,

7f($N))T
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ou f € C([0,1]), ¢ >0, « >0 et § € R. On admet I'existence d’une solution
Déterminer une discrétisation de (5.1.2) par différences finies.

Exercice 5.1.2. On considere le probléeme
—u"(z) + c(z)u(z) =0 dans|0,1],
u(0) = a, (5.1.3)
u(l) =5,

ou ¢ € C([0,1]), ¢ > 0 et a, € R. On admet 'existence et l'unicité d'une solution
u € C%(]0,1[) N C*([0,1]) de (5.1.3). Déterminer une discrétisation de (5.1.3) par diffé-
rences finies et étudier celle-ci (consistance, stabilité et convergence).

Pour le cas d = 2, on a étudié la discrétisation de (5.1.1) par le schéma a cing points
donné par —Apu; ; = f(x;,y;) ot Apu, ; est défini par
—4ui A Uiy Uiog Ui Ui
h? '
Une autre discrétisation possible est le schéma a 9 points, dans ce cas on a —A,; ju; ; = b
ou on a posé

Apuij =

1,7

Wim1jo1 F Wit j—1 + Wim1 g1 + Uir1 j+1 + A1 j + dwi jo1 + duiprj + 4u, i1 — 20u;
b

Amu = 6h2

et

i = f(xlay]) + f(xiayj—l) + f(aji—layj) - 4f(f; .17]) + f($i+17yj) + f(xiyyjﬂ—l).

b

Exercice 5.1.3. Montrer que le schéma a 9 points est d’ordre 4.

5.2 Problemes hyperboliques

On a considéré le probleme modele de ’équation d’advection

ou+ad,u =0, (t,z) € Rf xR,
(5.2.1)

u(t=0,2) =up(x), zeR,

ou la vitesse de transport a et la donnée initiale ug sont données. Dans le tableau 5.1, on

rappelle les résultats obtenus pour les différents schémas étudiés (avec A := a %).

Remarque 5.2.1.

1. Dans la pratique, il est nécessaire de se placer dans un domaine borné (en temps et en
espace). Dans ce cas, on prend (¢, z) € [0,T] x [a, b] et il faut rajouter des conditions
aux limites en espace (& juger suivant le probléme étudié). On obtient, pour le cas
des schémas a deux niveaux, 1'égalité U™t = AU™. Alors, pour calculer U", il
suffit d’implémenter U® & partir de la donnée initiale ug et de calculer U™ par la
formule U™ = A"U°.
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Schéma

Ordre

Stabilité

Explicite centré

A
n+1 n n n
i T Ty (ufsq — ujy)

u

O(At + Az?) si X # 1

O(A? + Az?)siA=1

% constant
xT

instable [*® et [?

Explicite décentré aval (a < 0)

un+1

= = A - )

O(At + Az?) si A # 1

O(At? + Ax?) si A =1

% constant
xT

stable 2 si A < 1

Explicite décentré amont (a > 0)
n

u;‘“ =uy — AMuj —uj )

O(At + Az?)si X #£ 1

O(At? + Ax?) si A =1

% constant
xT

stable [2si A < 1

Lax O(At + Az?) si A # 1
TR D | o4+ sia=1 |stablePsiA<1
= 5(%—1 +ui) = §(uj+1 - uj) 26 constant
Implicite centré
A N O(At + Ax?) stable [2
uj =uj "+ §(uj+1 —uj’y)
Lax-Wendroff
n+l _ . n Al,m n O(At2 + sz) :
uj =uj — §<uj+1 — uj_]_) % constant stable I si A < 1

Nion n n
+ 5 (W — 20§ +ufyy)

FiGURE 5.1 — Exemples de différents schémas pour I’équation d’advection
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2. Comme pour le probleme de Poisson, on peut se ramener a un systéme matriciel.
En effet, pour le probléeme de Dirichlet on est passé du probleme continu —Au = f
dans 2, u = 0 sur 02, au probleme discret A,U, = by, ou A, est la discrétisation
de —A. Pour I’équation de transport (5.2.1) avec conditions aux limites de Dirichlet
homogenes le probléme discret s’écrit TU 4+ a XU = B ou le vecteur U contient
les u,, ; pour tout n et j, T est la discrétisation de d; alors que X est la discrétisation
de 0, et la donnée B est obtenue a partir de ug. En suivant cette méthode, il est
alors nécessaire, comme dans le cas du probléeme de Poisson, de montrer que la
matrice 7'+ a X est inversible.

Exercice 5.2.2. En considérant des conditions aux limites de Dirichlet, déterminer, pour
chacun des schémas du tableau 5.1, la matrice A.

Dans le cas du schéma implicite, on a U™ = BU". 1l faut alors vérifier que B est
inversible pour obtenir A telle que U™ = AU™.

Exercice 5.2.3. Etudier la consistance et la stabilité du schéma de Lax-Friedrich :

uitt — | —u? u , —ul
J Jj+1 j—1 j+1 j—1
= 0. 5.2.2
2A1 v (5.22)

Exercice 5.2.4. Montrer que les schémas décentré amont et de Lax-Friedrich sont stables
en norme [*° (on pourra s’inspirer de ce qui a été fait pour les problémes paraboliques).

Exercice 5.2.5. On consideére le schéma suivant :

ntl —

Uj

n n n
auj + Bujyy +yul g,

ou «a, 8 et v dépendent de A\, Ax, At. Déterminer «a, 5 et v de sorte que le schéma soit
d’ordre 2. Quel schéma vu précédemment retrouve t-on ?

Exercice 5.2.6. On consideére 1’équation des ondes :

O?u—0%u = f dans|0,T[x]0,1],
u(t,0) =u(t,1) =0 pourt €]0, T
u(t =0) =wuy dans [0, 1],
Owu(t =0) =wu; dans [0,1].
Pour cette équation, on peut obtenir un f#-schéma analogue a celui de ’équation de la
chaleur en discrétisant la dérivée seconde en temps par un schéma centré (voir [1] page 60).

Une autre méthode consiste a écrire I’équation des ondes comme une équation d’advection
en dimension 2 comme vu dans la section 1.1.4. Alors, U = (dyu, 9,u)T, est solution de

oU — Ad,U = F, (5.2.3)

ou A= ( (1) (1) > et F = ( é ) Déterminer pour I’équation (5.2.3) un schéma du type

Lax-Wendroff et montrer que celui-ci est d’ordre 2 en temps et en espace, et stable [2.
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Schéma Ordre Stabilité
Explicite centré
_ N N o O(At + Az?) stable [ si A < 1
Implicite centré O(AT + Ax?) e
t+ Ax stable [*°
uj = u;.”“l — /\(U?Ll — QU?H + u;lfll)
f-schéma e stable [? pour 6 < 3

O(At + Az?) si 6 # 3

nt+l __ . n n+l n+1 n+1 .
U = uj + O (ujfy — 2uf" +ujty) O(AF + Ad?) si 0 — 1 o stable [? si 1)\ < ﬁ
+ (1= Al — 2u? +ul ) pour 6 > 5
FI1GURE 5.2 — Exemples de différents schémas pour I’équation de la chaleur
5.3 Problemes paraboliques
On a considéré le probleme modele de I'équation de la chaleur
Ou — Pu =0, (t,x) €]0,T[x]0,1],
u(t=0,2) =uy(z), z €]0,1], (5.3.1)

u(t,0) =wu(t,1)=0, t€]0,T],

ol la condition initiale uy est donnée. Dans le tableau 5.2, on rappelle les résultats obtenus

pour les différents schémas étudiés (ot on a posé X := 25).

Remarque 5.3.1. Les remarques faites sur l'utilisation pratique des schémas des pro-
blemes hyperboliques sont tout aussi valables pour le cas parabolique.

Exercice 5.3.2. Pour chacun des schémas du tableau 5.2, déterminer leur équivalent en
dimension 2 d’espace (se placer, par exemple, dans le cas x € [0,1]?). Dans le cas du
schéma implicite, u™ est donné en fonction de u”*! il faut donc inverser la matrice A telle
que u™ = Au™*. Déterminer cette matrice A en dimension 2 d’espace.

Exercice 5.3.3. Montrer que le schéma de Crank-Nicholson est stable [* si A < 1.
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Chapitre 6

Introduction a la notion de
formulation variationnelle

6.1 Bref rappel sur les distributions

Exemple 6.1.1. Considérons I’équation de transport

ou—ad,u =0 dans RS x R,
(6.1.1)

u(t=0,z) =up(zr) dansR.

Alors, u est le “transport” de ug en fonction du temps ¢. En particulier, si ug n’est pas
continue, on peut s’attendre a ce que u ne le soit pas non plus et donc ne vérifie pas (6.1.1)
au sens classique. Dans ce cas, il est nécessaire de pouvoir donner un sens “faible” a la no-
tion de solution de (6.1.1) de sorte qu’une solution faible puisse ne pas étre nécessairement
continue.

Soit p € CHR} x R). On multiplie I'équation de transport (6.1.1) par ¢ et on intégre
sur R} x R. Par intégration par parties, on obtient

/ u(t, z)0pp(t, ) — au(t, )0 p(t, x) dtdx
R xR

= /R[u(t,x)go(t,x)]go dx + /Rj [au(t,z)p(t, )], dt.

Le terme de droite est nul car ¢ est a support compact dans R x R donc s’annule au
bord, on en déduit

/+ u(t, x)0p(t, ) — au(t,x)0pp(t,x) dtde = 0. (6.1.2)
R xR

Une fonction u vérifiant (6.1.2), pour toute ¢ € CH(R} x R), est dite solution faible de
I'équation de transport (6.1.1).

Comme ¢ € C(R] x R), ¢ est bornée et donc pour que I'égalité (6.1.2) ait un sens il
suffit que u soit intégrable sur le support de . Ainsi, I’égalité (6.1.2) a un sens pour toute
fonction ¢ € CH(R} x R) si u est intégrable sur tout compact, i.e. u € Li (R x R). La

loc
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forme linéaire T, définie sur C! (R} x R) par

< Ty, >:= / u(t,x)p(t, x) dtde,
RS xR

est appelée distribution associée a u. On définit 0,7, et 0,7, comme étant les formes
linéaires continues définies sur C} (R} x R) par

<OT,,p>=—<T,0p> e <OT,o>=—<T,0.,p>.
L’égalité (6.1.2) est alors équivalente a
Vo € CHR} x R), < 0T, +ad,T,, ¢ >=0. (6.1.3)

Si u est une solution faible de I’équation de transport (6.1.1), on dit encore que u est
solution de (6.1.1) au sens des distributions (au sens ou 7}, est solution de (6.1.3)).

Définition 6.1.2. Soit Q un ouvert de R%, d > 1. Une distribution sur €2 est une forme
linéaire continue sur C2°(2) muni de la topologie induite. On note D’(2) Iespace vectoriel
réel des distributions sur €.

Remarque 6.1.3. La définition des distributions et la notation D’(2) sont dus a Laurent
Schwartz. La notation D’(Q2) vient du fait que Schwartz note D(€2) 'ensemble C°(£2)
et que, pour un espace vectoriel E, I'espace dual (espace vectoriel des formes linéaires
continues sur E) est noté E'.

Exemple 6.1.4. Reprenant 'argumentation de ’Exemple 6.1.1, pour toute fonction
f € LL.(Q), on définit une distribution associée T par

Ve l®Q), <Tpp>:= /Qf(x)<p(a:) d.

En général, on écrit f au lieu de T tant qu’il n’y a pas de confusion possible entre la
distribution et la fonction.

Définition 6.1.5.

1. Un multi-indice « est un k-uplet (aq,...,ax), avec k < d, sa longueur est
la] = a1 + -+ + ay et on note D* Uopérateur différentiel défini par D% = 991052 ... Og*.

2. Soit ©Q un ouvert de R? et T € D'(Q2). Pour tout multi-indice o, D*T désigne la
distribution définie par

Voel®(Q), <DT,p>:= (=<7 D >. (6.1.4)
On dit que D*T est la dérivée d’exposant o de T'.

Exercice 6.1.6. Si f € L (R), la dérivée f’' de f au sens des distributions est donnée
par
<f/7S0>:_<f7g01>7 vSOECcOO(R)

On a vu dans 'Exemple 6.1.1 que la formule d’intégration par parties est la base de
la définition d’une distribution sur R. Dans le cas de problemes de dimension supérieure,
il est alors naturel de faire appel a une formule d’intégration par parties dans R%, d > 1.
Ce qui est I'objet de la section suivante.
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6.2 Les formules de Green

Définition 6.2.1. Un ouvert Q de R% d > 1, est dit régulier de classe C' si son
bord 0 est une hypersurface (variété de dimension d — 1) réguliere et si € est situé d’'un
seul coté de sa frontiere.

Dans toute la suite, v désigne la normale extérieure au bord 02 de €, i.e. v(z) est
perpendiculaire au plan tangent a 02 au point x € 02, pointe vers I'extérieur de € et est
de norme 1.

On rappelle la formule de Green (voir, par exemple, [4]) :

Théoréme 6.2.2 (Formule de Green). Soit 0 un ouvert de RY régulier de classe C".
Alors, pour toute fonction w € C1(Q)? a support borné dans Q, on a

/Qdiv(w)(x) dx:/mw(x)-z/(x) do,, (6.2.1)

ot do, désigne la mesure surfacique sur 02 (mesure de Lebesgue en dimension d —1),
- est le produit scalaire usuel de RY et div(w) 1= Op,wy + -+ + Oy, wy est la divergence
de w = (wy,...,wy).

En prenant w(z) := u(z)v(z), ot u € C1(Q)% et v € C'(Q), on obtient
div(w) = Vv - u + v div(u).
On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6.2.3 (Formule d’intégration par parties). Soit Q un ouvert de R régulier de
classe C. Soient uw € C1(Q)? et v € CY(Q) a support borné dans Q. Alors, on a

/ V- dr = —/ vdiv(u) dv+ | vu-v do,. (6.2.2)
Q Q )

Remarque 6.2.4. En dimension d = 1, avec Q =|a,b[ on a v(a) = —1, v(b) = 1 et la
formule (6.2.2) devient alors

b b
/ v dr = —/ wv' dz + (u(b)v(b) — u(a)v(a)).
Autrement dit, on retrouve bien la formule d’intégration par parties classique.

On donne une troisieme formulation de la formule de Green qui sera tres utile pour
déterminer une formulation variationnelle pour les problemes elliptiques.

Corollaire 6.2.5. Soit Q un ouvert de R? régulier de classe C'. Soient u € C*(Q) et
v e CYHQ) a support borné dans Q. Alors, on a

/ Auv dx = —/ Vu - Vo dm+/ v% do,, (6.2.3)
) Q o0  Ov

ol % := Vu-v est la dérivée normale de u sur 0f).

Démonstration. 1l suffit dans (6.2.2) de remplacer u par Vu. [
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6.3 Applications a I’équation de Laplace

Dans cette section, on déduit des formules de Green des propriétés importantes de
I'équation de Laplace. Dans toute la suite 2 désigne un ouvert borné de R?, régulier de
classe C1.

Proposition 6.3.1 (Formule de la moyenne sphérique). Soit u € C%(Q) une fonction
harmonique dans Q (i.e. Au =0 dans Q). Alors, pour toute boule Br(y) de centre y € Q
et de rayon R > 0 tel que Br(y) C 2, on a

1
- do,, 6.3.1
u) = g [, o) do (6:3.1)
d
= d 6.3.2
uly) = g [, ula) d (6.2

ot wq = |0B1(0)| est la mesure de Lebesgue de la sphére unité de RY.
Remarque 6.3.2. La formule (6.3.1) est bien une moyenne puisque |0Bg(y)| = wq R4L.

Démonstration. Soit 0 < p < R. En prenant v = 1 dans la formule de Green (6.2.3)
avec 2 = B,(y), on obtient

0= Au de = / O o (6.3.3)
By(y) 0B, (y) OV

On va reformuler l'intégrale du second membre a l'aide d’un changement de variable.
Six € B,(y), alors x =y + pw, ot w € 0B1(0) et v(z) = w.
On note v(w) = u(y + pw) = u(z) pour w € 0B;1(0) et x € IB,(y). On a

oo (w) = Vuly + ) = 5 (a).

On en déduit par changement de variable x = y + pw (car do, = p?~tdo,,)
0 0
Lo = [ ) do,
8B, (y) OV 8B, (0) Op
a-19

et o d w
P ap /E)Bl(o)v(w) 7

0
= 1= + do,,.
p ap /831(0) uly + pw) do

Par le second changement de variable w = (x — y)/p, on obtient

ou 0
~——d .= d—1 Y 1*d/ d 21
/63p<y> o T By [p 0B, (y) ule) do

D’apres 1'égalité (6.3.3), on a alors
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Donc l'application p — p'—¢ Jon, ) u(z) do, est constante, en particulier on en déduit
pour tout 0 < p < R

1-d u(x) do, = Rl’d/ w(x) doy. 6.3.4
P /<93p(y) (@) 9BR(y) (@) ( )
Comme u € C%(Q), u(y + pw) = u(y) + O(p) d’out

. 1—d _1: 1-d
/lrl—%p /83p(y) u(z) doy = /1)1_1)1(1)p /emp(y) wy) +0p) do

= lim |08, (y)| u(y) = wau(y).
D’apres (6.3.4) obtient u(y) = wy R [op, ) u(z) dow, qui donne 'égalité (6.3.1). Pour
Iégalité (6.3.2), il suffit d’appliquer 'égalité (6.3.1) pour R = p et ensuite d’intégrer la
variable p sur |0, R]. O

La formule de la moyenne sphérique permet de montrer que toute fonction harmonique
vérifie un principe du maximum.

Proposition 6.3.3 (Principe du maximum). Soit u € C*(Q) une fonction harmonique
dans € supposé connexe. Alors, on a
i = mi t = .
min u(x) min u(z) e max u(x) max u(x)
Démonstration. On montre max,epo u(r) = max,qu(r) (lautre égalité s’en déduit en
considérant —u).
Supposons : il existe y € § tel que max, qu(r) = u(y) = M. On pose

Qy = {reQ|ulx) =M}

Puisque y € Qur, Q # 0. De plus, Qy = u'({M}) et u est continue donc €2y, est
fermé dans Q. Soit z € Qy. On applique la formule de la moyenne (6.3.2) a la fonction
harmonique u — M dans la boule Bg(z) :

n

0=u(z)— M= / ~ M dx.
u(z) B o u(z) x

Alors, [,y u(z)—M dx = 0. Or u— M est continue et u—M < 0 dans Bg(z) doncu = M
dans Bgr(z). On en déduit Br(z) C Qs donc Q2 est ouvert dans 2. Finalement, (2, est
un ouvert fermé non vide de €2 connexe donc 2y, = €2, d’ott u = M dans (). En conclusion,
on en déduit soit max,epqn u(r) = max, 5 u(r) soit u est constante. O

On en déduit 'unicité d'une solution réguliere du probleme de Dirichlet :
Théoréme 6.3.4. Si Q est conneze et u € C*(Q) est solution de

{ —Au = f dans <, (6.3.5)

u =g surdf,

alors u est l'unique solution dans C*(Q2) de (6.3.5).
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Démonstration. Soit v € C*(€2) une autre solution de (6.3.5). On note w := v — u, alors
w € C*(Q) vérifie Aw = 0 dans Q et w = 0 sur 9. D’apres le principe du maximum, on
a
0=minw=minw <w <maxw =maxw =0 dans €2,
o9 Q Q o9

d’ott w = 0 dans . O

6.4 Un premiére formulation variationnelle du pro-
bleme de Dirichlet homogéne

On considere le probleme de Dirichlet homogene

{ —Au = f dans Q, (6.4.1)

u =0 sur 9.

On suppose que u € C*(Q) est la solution de (6.4.1). Soit ¢ € C°(Q), en multipliant
I’équation (6.4.1) par ¢ et en intégrant sur €2, on obtient :

—/Augodx:/fgpdx.
Q Q

D’apres la formule d’intégration par parties (6.2.3), on a

/QVu-Vgpdx—/nggodam:/Qfgodx.

Comme ¢ est a support compact dans €2, le terme de bord est nul : [, % v do, = 0. On
en déduit que u vérifie

/Vu-Vgod:z::/fgodx.
0 Q
Proposition 6.4.1. Soit u € C?*(Q). On pose

X = {0 Q)] =0 suroN}.

Alors, u est solution de (6.4.1) si et seulement si u € X et vérifie

/Vu-Vgo dx:/fgp dz, VyeeX. (6.4.2)
Q Q

Remarque 6.4.2.

1. La formulation (6.4.2) a 'avantage de ne nécessiter que de la régularité C' et est
équivalente & (6.4.1) si et seulement v € C?(2). Ainsi la formulation (6.4.2) est
une formulation faible du probleme (6.4.1) dite formulation variationnelle. Les
fonctions ¢ € X en sont les fonctions tests.

2. Celle-ci a un sens en mécanique : il s’agit du principe des travaux virtuels. De ce
fait, chercher u en tant que solution de (6.4.2) plutot que (6.4.1) a davantage de
sens du point de vue de la mécanique.
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Pour démontrer la Proposition 6.4.1, on fera appel au résultat suivant dont on donne
la démonstration plus loin :

Lemme 6.4.3. Soit g € C(Q2). Si pour toute ¢ € C.(2), on a

|90 de =0,
Q

alors g = 0 dans 2.

Démonstration de la Proposition 6.4.1. 11 suffit de montrer que si u est solution de (6.4.2),
alors u est solution de (6.4.1). En intégrant par parties la formulation variationnelle (6.4.2),
on obtient

/Q(Au—i—f)godxzo, VpelX.

D’apres le Lemme 6.4.3, on a Au+ f = 0 dans § car Au+ f € C(£2). De plus, u € X
donc u = 0 sur 052. O

Démonstration du Lemme 6.4.3. Supposons qu'il existe zo € 2 tel que g(xy) # 0, par
exemple g(xg) > 0. Comme g est continue dans €2, il existe un voisinage w C Q de zg tel
que g > 0 dans w. Soit ¢ € C.(Q2) telle que supp(y) C w, ¢ # 0 sur w et ¢ > 0 alors

Oz/g(pdx:/g@dx.
Q w

Comme g ¢ est positive ou nulle sur w et continue, on en déduit g o = 0 sur w. Or g > 0
sur w et ¢ # 0 dans w, on aboutit donc a une contradiction. O]

La formulation faible (6.4.2) nécessite une régularité C'', on va voir comment détermi-
ner un espace E contenant 'espace X (faisant donc appel a moins de régularité) tel que
pour u € F la formulation variationnelle (6.4.2) a un sens pour des fonctions tests ¢ € E.

Remarquons tout d’abord que I’égalité (6.4.2) a un sens si l’'on suppose seulement Vu €
L*(Q)?. De plus, en mécanique, 'énergie associée au probléme (6.4.1) est donnée par

1
E(u):§/§2|Vu|2dx—/Qufdx<oo.

En particulier si on considere un terme source f = 0, le fait que I’énergie soit finie
entraine Vu € L2?()% Ainsi, il est naturel de considérer une distribution u dont le
gradient au sens des distributions est une distribution associée a une fonction de L?()?
notée Vu. Enfin, en supposant f € L*(Q), il suffit que u € L*(Q2) pour que la deuxiéme
intégrale de 1’énergie soit finie, en effet d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

/Quf dr < ||ullr2) || f]]L2(0) < oo

Finalement, pour u € L2(2), Vu € L*(Q)? avec u = 0 sur 91, la formulation variation-
nelle (6.4.2) a un sens et la propriété d’énergie finie est vérifiée (au sens des distributions).
On est alors amené a chercher une solution u de la formulation variationnelle (6.4.2) dans
I’espace

HYQ) = {uec L*Q) | Vu € L*(Q)%, u =0 sur 9Q}.

Cet espace fait partie des espaces de Sobolev que 'on va étudier dans le chapitre suivant.
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Chapitre 7

Espaces de Sobolev

7.1 Définitions et propriétés

Définition 7.1.1. Soit Q un ouvert de R¢. L’espace de Sobolev W™P(Q), ott m,p € N*
est défini par

WmP(Q) = {u e LP(Q) | V o multi-indice, |a] <m, D% € LP(Q)}, (7.1.1)

ou D%u est la dérivée d’exposant v au sens des distributions de u. Dans le cas particu-
lier p = 2, on note W™2(Q)) = H™(Q).

Remarque 7.1.2.

1. L’espace H'(Q2) donné par la Définition 7.1.1 est bien le méme espace que celui
défini A la fin du chapitre précédent. En effet, Vu € L?(Q2)? si et seulement si, pour
tout 1 = 1,...,d, O,,u € L*(), ce qui est encore équivalent & D € L?(2) pour
tout multi-indice « tel que |a| = 1.

2. La Définition 7.1.1 a encore un sens pour p = +o0o. En particulier, en dimension 1

on peut montrer que W1(I) est I’ensemble des fonctions Lipschitziennes sur I'in-
tervalle I.

3. Il existe une classe plus générale d’espaces de Sobolev (qui ne seront pas étudiés
dans ce cours). Ce sont les espaces W*P(Q) ou s € R. Par exemple, dans le cas
p=2,5>0et Q=R on définit 'espace de Sobolev H*(R%) par

H*(RY) = {ue L’(RY) | &~ (1472 Fu(é) € L*(RY)},
ou F est la transformée de Fourier.

Pour les besoins de ce cours, on étudiera seulement les espaces de Sobolev H™(f).
La notation H pour ces espaces vient de la propriété suivante (dont la démonstration est
laissée au lecteur) :

Proposition 7.1.3. L’espace de Sobolev H™(S2) est un espace de Hilbert muni du produit
scalaire (-,-) défini par

(u,0) == > /QDauDo‘v dx. (7.1.2)

laf<m
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Exemple 7.1.4. Pour m = 1, le produit scalaire (7.1.2) s’écrit simplement
(u,v) = / Vu- Vv dx—i—/ uv dz,
Q Q
et la norme associée est donnée par
= [ w? do+ [ Vul? do = [[ullfs @ + 1 VullEs)

ot | - | désigne la norme euclidienne de R?.
On a le résultat d’injection suivant :

Théoréme 7.1.5. Si Q est un owvert borné réqulier de classe C* et sim > % alors H™(Q2)

est un sous-espace de C(2). En particulier, en dimensiond =1 on a H™(2) C C(Q2) pour
tout m € N*.

Remarque 7.1.6.

L. Sim > 1etue H™Q) alors D*u € H™ () pour tout multi-indice o tel que
la| = 1. Donc sim—1> ¢, D € C(Q) d’ott u € C*(Q). Ainsi, si m est tres grand
devant d alors les fonctions de H™(2) sont des fonctions réguliéres.

2. Les fonctions de H™(€2) sont des fonctions qui ne sont définies que presque par-
tout contrairement aux fonctions de C(£2), ainsi l'inclusion H™(Q2) C C(f2) peut
paraitre étrange. En fait, il faut comprendre dans cette inclusion que toute fonction

u € H™(Q)) admet un représentant @ € C(12).

Démonstration. On donne le résultat dans le cas d = 1 (voir [5] pour le cas général). On
considere ) :=]0, 1] pour simplifier. On fera appel au résultat suivant dont on donne la
démonstration plus bas.

Lemme 7.1.7. Siu € H'(0,1) est telle que v’ = 0 sur ]0,1[ alors u est constante p.p.
sur 10, 1.

Soit u € H(0,1). Si z €]0, 1[, alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

T x 1/2
/0 (s) ds| < (/0 ds) 1]l 20 = VE I 20, < 00

Ainsi, on peut définir sur |0, 1] la fonction v par

v(z) = /Ox u'(s) ds, ¥V x€]0,1]. (7.1.3)
De méme, pour z,y €]0,1[, on a
o) = o) = | [ (5) ds| < lo = gl 2o,
d’ott v est continue sur [0, 1]. Soit ¢ € C2°(0,1). D’apres le théoreme de Fubini, on a

/01 v(z)¢'(x) do = /01 /OZ u' ()¢ (z) dsdx = /01 u'(s) /51 ¢'(x) deds = — /01 u'(s)p(s) ds.

On en déduit que la dérivée au sens des distributions v' de v est u' donc, d’apres le
Lemme 7.1.7, il existe une constante ¢ telle que u = v + ¢ p.p. dans |0, 1[, donc v admet
un représentant @ qui est continu sur [0, 1]. O
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Remarque 7.1.8. La démonstration précédente montre de plus, d’apres (7.1.3), que
I'on a

a(z) = aly) + /xy d(s) ds, Y x,y €lo,1].

Démonstration du Lemme 7.1.7. Soit u € H*(0,1) telle que v’ = 0 sur |0, 1[. Alors, pour
toute ¢ € C}(0,1), on a

1
<u',<p>:—/ wy' dr =0.
0

1
Soit 1 € C.(0,1). Pour toute w € C.(0,1), la fonction (w —/ wds) 1) est continue,
0

a support compact dans (0,1) et a moyenne nulle sur (0,1) donc celle-ci admet une
primitive p € C1(Q). Alors, on obtient

0=<u,p>=— /01 u(x) (w(x) - /01 w(s) ds w(a:)> dx.

D’apres le théoreme de Fubini, on en déduit

1 1
/ (u—/ u) d:v)wd:;:(), Vw e C.(0,1).
0 0

1
Alors, on a u = / w1 dx p.p. dans |0, 1]. O
0
Notation 7.1.9. Pour x = (z1,...,24) € R% on note 2/ := (z1,...,74_1), de sorte
que z = (2, z4). On désigne par R% 'ouvert de R? défini par
RY = {z=(2/,24) € R? | 24 > 0}. (7.1.4)

Théoreme 7.1.10. Soit m € N*.
1. L’espace C™(RY) est dense dans H™(R?).

2. 81 Q) est un ouvert borné régqulier de classe C™, m > 0, ou si ) = Ri, alors C™(Q2)
est dense dans H™(S).

Remarque 7.1.11. Il faut prendre garde de ne pas confondre C*(Q2) et CI*(2), on

a seulement l'inclusion stricte C7*(Q2) C C7(Q2). En effet, les fonctions de C*(€2) sont

nécessairement nulles sur 02 contrairement aux fonctions de CI™*(€2).

Schéma de preuve. La démonstration de ce résultat est assez technique. On décrit seule-
ment les principales étapes de la démonstration.

1) Pour u € H™(R?), on construit (procédé de régularisation) une suite (uy, ),>o de C™(R?)
en posant u, := u * @,, ou (¢,),>0 est une suite de fonctions réguliere et x désigne le
produit de convolution. Alors la suite (u,),>0 converge dans H™(R?) vers u. Ensuite, on
construit (procédé de troncature) une suite (v,)n>0 de C™(R?) en posant v, = u, 1,
ol (¢)n>0 est une suite de fonctions régulieres ayant pour support la boule unité de
rayon 2n. Enfin, on montre que la suite (v,),>o converge vers u dans H™(R?).

2) Le résultat obtenu dans le cas de R? se généralise au cas de R% en montrant qu’il existe
un opérateur de prolongement continu de R% dans R?. On obtient finalement le résultat
pour tout ouvert 2 borné régulier de classe C™ en passant de €2 a Ri par cartes locales.
C’est ce dernier point qui justifie de considérer des ouverts situés d’un seul coté de leur
bord (cela vient du fait que R? vérifie cette propriété). ]
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7.2 L’espace H} ()

Définition 7.2.1. Soit © un ouvert de RY. L’espace H}(€2) est défini comme étant 1’adhé-
rence de C2°(Q) dans H'(Q).
Remarque 7.2.2.
1. La Définition 7.2.1 signifie que u € H}(Q) si et seulement si il existe une suite wu,
de C°(Q2) telle que nl_lgloo |[tun — |1 = 0.
2. On peut montrer que adhérence dans H'(Q) de C1(Q2) et C°(Q) coincident, au-
trement dit H}(Q) est aussi 'adhérence dans H'(Q) de C}(Q).

3. D’apres le Théoréme 7.1.10, on a H}(RY) = H'(RY). Pour @ = R% ou 2 un ou-
vert borné régulier de classe C*, I'espace C}(€) est un sous-espace strict de C}(Q)
donc H}(Q) est un sous-espace strict de H' ().

Par définition, I'espace H}(2) est un sous-espace fermé de H'(Q), on en déduit donc
le résultat suivant

Proposition 7.2.3. L’espace H}() est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
de H*(Q).

Une propriété importante de l'espace Hj(€)) est que ses éléments vérifient I'inégalité
de Poincaré.

Proposition 7.2.4 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert de RY borné dans une
direction d’espace (ou plus). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vv e Hy(5), /Q\UF de <c /Q |Voul? da. (7.2.1)

Démonstration. Puisque € est borné dans une direction, il existe k € {1,...,d}, m < M
tels que si z € Q alors m < z;, < M. Pour simplifier et sans perdre en généralité, on peut
supposer k = d. Pour z € €, on note z = (2/,z4). Soit ¢ € C°(Q), alors, puisque ¢ est

nulle au bord de €2, on a
w dp
= e t) dt.
§0($) /m 6’xd< ’ )

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/xd 0 (', t) dt

m 8xd

Tq Tq
<fal

<(M-m) [

m

()" =

Dy

‘ 2

2

dt.

Td

dp
Txd@j’t)
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On en déduit par le théoreme de Fubini

/Q|g0(x)|2 dr < (M—m)/g/jd aa;;(x’,t)r dt dx
< (M—m)/mM/Q gfd(x)2 d dt

<M —m)? [ [Vl da.

ce qui donne le résultat pour toute fonction ¢ de C°(Q). Si v € H}(Q), il existe une
suite ¢,, de C°(92) telle que 1_1)15{1 llv = @nllar @) = 0. Autrement dit, on a

nl_l&loo/ﬂ v — @n|* do = nl_l}IJ’I_lOO/Q Vv — Vi,|* dov = 0.
On obtient
[ollz2@) < llv = enll2@) + llenllz2)
< v = enllz@) + (M —m)[[Ven| 120
< v = @nllzz) + (M = m)[[Von = Vol 2@y + (M — m)[[Vol| 2 (qq).
En passant a la limite, quand n — +00, on déduit (7.2.1). ]

Remarque 7.2.5. L’inégalité de Poincaré est fausse dans H'(§2). En effet, les fonctions
constantes sont dans H'(£2) et si u est constante alors Vu = 0 p.p. dans Q. Si I'inégalité
de Poincaré avait lieu dans H'(f2) on aurait alors « = 0 p.p. dans . En particulier,
I'inégalité de Poincaré est vraie dans H}(€2) notamment car la seule fonction constante
de H}(Q) est la fonction identiquement nulle.

Corollaire 7.2.6. Soit Q un ouvert de R? conneze et borné dans une direction d’espace
(ou plus). Alors, la semi norme définie par

||UHH3(Q) = ||Vol[L2(q), (7.2.2)
est une norme sur H}(Q) équivalente da la norme induite par celle de H'(S2).

Démonstration. Si |[v]|g1) = 0 alors Vo = 0 p.p. dans Q. Comme €2 est connexe,
on en déduit que v est constante p.p. dans €. La seule constante de Hj(Q) étant la
fonction identiquement nulle, on en déduit v = 0 p.p. dans . Ainsi, || - |[g1(q) est bien
une norme sur Hj(£2). Pour montrer équivalence, il suffit de montrer qu'il existe deux
constantes ¢; > 0 et ¢; > 0 telles que pour toute v € H(Q2), on a

c|lollae) < Mol < e llolla@)-

La deuxieme inégalité est évidente avec ¢y = 1. Pour la premiere, il suffit d’appliquer
I'inégalité de Poincaré, on obtient

10l (@) = [IWl[Z20) + [IVOllZ2@) < (L4 0) [IV0][720),

ce qui donne le résultat en prenant ¢; = (14 ¢)~'/2. O
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7.3 Traces et formules de Green

En dimension d > 2, les fonctions de H*(f2) peuvent ne pas étre continues. En parti-
culier, on sait que celles-ci sont seulement définies presque partout sur 2. Or le bord 052
d’un ouvert 2 de R? est un ensemble de mesure nulle, il n’est donc pas clair de pouvoir
définir la valeur d’une fonction de H'(Q) sur 99Q. Pour cela, on introduit I'application
trace.

Définition 7.3.1. Soit  un ouvert borné de R?. L’application trace v, est I’application
linéaire définie de H'(2) N C(Q2) dans L*(9Q) N C(9Q) par yov := vjsgq.

Remarque 7.3.2. L’application trace considérée est définie sur H*(Q) N C(Q) car on va
chercher a étendre cette application & H'(§) tout entier. Considérer I'application trace
sur C(Q) ne serait pas suffisant car il ne s’agit pas d’un sous-espace de H'(().

Théoréme 7.3.3. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C' ou Q) = Rﬁlr. Alors, Uap-
plication o se prolonge en une application linéaire continue de H'()) dans L*(09Q) notée
encore Yy. En particulier, il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toute u € H'(Q),
on a

On note ujpq == You.

Remarque 7.3.4. Le résultat est faux si 'on se place seulement dans L*(Q) ou si l'ou-
vert () n’est pas régulier.

Démonstration. On montre le résultat pour le cas €2 = R‘i, le cas général étant plus
technique. Pour cela, il suffit de montrer que I'inégalité (7.3.1) a lieu pour des fonctions

régulicres, le résultat s’en déduit ensuite par densité. Soit v € C°(R4). Alors, la restriction
de v au bord OR% est yov(z') = v(a’,0), o 2’ € R, et vérifie

o0 = [ o x,wd>2> dz
= —2/ (2, 24q) (x xq) dzg.
Zq

De l'inégalité —2ab < a® + b?, on déduit

2

x0\2</ v(2', xy) d:vd—i-/ | (o', zq)| dzg.

En intégrant en x’, on obtient

ov 2
/ 2 / / 2 ! 2
/R lo(2’, 0)]? da g/Rd ol o)’ dea+ [\ a)| dra < ol

+

d
R+

d’ou ||yov| |L2(3Ri) < ||| |H1(Ri)' Par densité de C1(R%) dans H'(R%), on obtient le résultat
(dans R%). n
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Un conséquence tres importante du théoreme de trace est que celui-ci permet de donner
une caractérisation de Hj} () qui s’avérera tres utile dans le chapitre suivant. On admettra
le résultat et on renvoie a [5, 10, 12] pour plus de détails.

Corollaire 7.3.5 (Admis). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Alors, Hy ()
est donné par
Hy(Q) = {ve H(Q) | vjga = 0 sur 90}, (7.3.2)

ot on a utilisé la notation vjpq = Yov.

Remarque 7.3.6.

1. L’égalité (7.3.2) se justifie du fait que toute fonction de Hj () est limite d’une
suite de fonctions de C! () qui sont nécessairement nulles sur 9€2. Néanmoins cette
rapide explication ne suffit pas & montrer ’égalité (7.3.2).

2. Cette caractérisation de H}(€)) peut encore s’écrire H}(Q) = Ker(qp) ou 7o dé-
signe I'application trace définie de H*(2) dans L?(992). On peut montrer que 1'on a
Im(vo) € L%(89). On note H2(99) := Im(7y). On peut aussi montrer que Hz (912)
est un sous-espace dense de L?(99) (voir [10] pour plus de détails).

Une autre application importante du théoreme de trace est la généralisation de la
formule de Green a H'(Q).

Corollaire 7.3.7 (Formule de Green dans H'(Q)). Soit Q un ouvert borné régulier de
classe C*. Soient u € HY(Q)? et v € HY(Q), alors on a

/ u- Vo dr = —/ vdiv(u) dx +/ YU You - v do. (7.3.3)
Q Q )

Démonstration. Le résultat a déja été vu dans le cas de fonctions dans C*(Q). La géné-
ralisation & H'(Q) s’obtient par densité grace a la continuité de I'application trace 7.
Comme C1(Q) est dense dans H'((), il existe deux suites (u,), de C1(Q)? et (v,),
de C1(Q) qui convergent dans H'(2)? et H'(Q) vers u et v. Pour tout n, d’apres le
Corollaire 6.2.3, on a

/ Up + VU, dov = —/ v, div(uy,) dz —1—/ Uy, Uy, - V dOyg. (7.3.4)
Q Q EY)

Comme (u,,), converge vers u dans H*(Q), (u,), converge vers u dans L2()? et (div(uy))n
converge vers div(u) dans L*(Q). De méme, (v,), converge vers v dans L*(Q) et (Vu,),
converge vers Vo dans L?(Q)4. On obtient alors en passant a la limite dans (7.3.4)

/u~VU dx:—/vdiv(u) dr + lim Up Uy, - V dOyg.
Q Q

n—+0o00 JoQ
Pour passer a la limite dans la derniere intégrale, on utilise le théoreme de trace. Comme
'application 7y est continue de H'(Q2) dans L?*(d), on obtient que (You,), converge
vers You dans L2(0Q)¢ et (yovn)n converge vers yov dans L?(9€2). La normale v étant
continue, on en déduit

/ Uy Uy, » V Aoy = / YoUn YolUp * V dog, — / YoU You - V dog,
0 P1Y) 0

n—-+00

ce qui donne le résultat. O
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On peut donner d’autres résultats de trace pour les espace H™()) avec m > 1 (par
exemple définir une dérivée sur le bord). On va donner ci-dessous un résultat dans le
cas m = 2.

Définition 7.3.8. Soit {2 un ouvert borné de I R¢. L’application trace 7; est I'application
linéaire définie de C*(Q2) N H%(2) dans C(902) N L*(09Q) par yv := %WQ'

Théoréme 7.3.9. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C. Alors, lapplication
trace v, se prolonge en une application linéaire continue de H*(QY) dans L*(9)), encore
notée 1. En particulier, il existe ¢ > 0 telle que, pour toute v € H?*(2), on a

H"}qUHLQ(aQ) S C||’U||H2(Q) (735)

v

On note avpn =N

V.

Démonstration. Siv € H*(Q), Vv € H(Q)? D’apres le théoreme de trace dans H'(2),
on a

170 (V)| 200) < cl|VVllri @) < cllv]]mz@)-

La normale v étant continue sur 02, on déduit ||vo(Vv) - v||r200) < c||v]|a2q), d'ou le
résultat. o

Comme dans le cas du théoréme de trace dans H'(f2), on en déduit une généralisation
de la formule de Green.

Corollaire 7.3.10. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C?. Si uw € H?*(Q) et
ve HYQ), ona

/Auv d:c:—/Vu-Vv d$+/ YU YU doy.
Q Q o9

Remarque 7.3.11. La démonstration est analogue a celle de la formule de Green dans H'(2).

Néanmoins, il est nécessaire ici de supposer que I'ouvert  est de classe C? pour avoir le
résultat de densité des fonctions de C*(Q2) dans H?(Q).

7.4 Théoreme de compacité de Rellich et applica-
tions

Théoréme 7.4.1 (Rellich). Soit Q un ouvert borné de R%. De toute suite bornée de Hg ()
on peut extraire une sous-suite convergente dans L*(2). Autrement dit, Uinjection de H}(£2)
dans L*(2) est compacte.

De plus, si Q est régulier de classe C', alors Uinjection de H*(Q) dans L*(Q)) est aussi
compacte.

Remarque 7.4.2.

1. Pour le cas de l'injection de H'(Q) dans L?(2), on renvoie a [5] pour une démons-
tration.
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2. La définition d’opérateur compact est rappelée dans le chapitre 12 (Définition 12.1.2).
3. Le résultat peut étre faux dans H*(f2) si 'on ne suppose pas 1'ouvert régulier.

4. Tl faut prendre garde que le résultat est une convergence dans L?(2) et non dans H'((2).
En particulier, on n’a pas, & priori, la convergence des gradients dans L?(2)¢ fort.

5. Il existe une version plus générale de ce résultat, appelée théoreme de Rellich-

Kondrachov et qui s’énonce dans les espaces de Sobolev W'?(Q) (voir [5]).

Démonstration. La démonstration que I'on donne ci-apres provient de [13], page 85, et se-
rait due & Lars Hormander (voir aussi [12], page 29). Soit (uy,), une suite bornée de H}(€2).
Comme L?(2) est séparable, d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu, il existe u € L*(Q)
et une sous-suite (uy,); qui converge dans L*(Q) faible vers u. On pose v; := u,, — u et
donc on veut montrer qu'il existe une sous-suite de (v,),, qui converge vers 0 dans L?({2)
fort. On étend chaque v,, par 0 en dehors de 2. On peut alors montrer (voir [5] page 173)
que v, € H*(R?) et que les normes de v, dans H'(R?) et H} () sont les mémes. C'est
cette propriété qui rend fondamental le fait de se placer dans H}(£2). On a

1 . 1
Fual€) = = [ vnla) e do = o {on o)y

ot fe(z) = e € L*(Q) (car fe € L=(Q) C L*(Q), puisque || < 00). Alors, comme (vy,)y,
converge vers 0 dans L?*(Q) faible, on en déduit que Fuv,(£) converge vers 0 dans R. De
plus, puisque (v,,), est bornée dans H} (), on a

| Fun(E)] < llvallcz@ I fellzz@) < oallmie) < c

Pour tout p > 0, la constante ¢ est intégrable sur la boule |{] < p. Alors, d’apres le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

/|a|<p Fun©FF d¢ — 0, ¥p>0 (7.4.1)

Puisque la suite (vy,), est bornée dans Hj(Q), il existe ¢ > 0 telle que ||Vuy||r2@qp < ¢
Par le théoreme de Plancherel, obtient alors

Hé-fvnHLQ(Rd)d = |’.F(vvn)||L2(Rd)d == ||VUnHL2(Rd)d == ||VUnHL2(Q)d S C,
don /d €2 Fun? d€ < ¢. On en déduit
R

1
[ 1Fulag=— [ g 1Fuf de <
€1>p P~ JlEl>p

Pour tout p > 0, on a

Iolai) = IF ) By = [ \Fonl? dg+ [ (Fo de.

[€1>p

C

7 V>0 (7.4.2)

Alors, (7.4.1) et (7.4.2) entrainent
lim sup ||v, |72y < limsup/ | Fup|? d€ +limsup/ | Fup|? dé < %, vV p>0.
n n l€1<p n l€1>p P

On en déduit, en faisant tendre p vers l'infini, lim, HU"H%%Q) = 0. Donc la suite (v,)n
converge dans L*(Q) fort vers 0. O
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En application de ce résultat de compacité, on va donner une nouvelle démonstration
de I'inégalité de Poincaré, dans un cadre plus restrictif que celui vu précédemment mais
qui a l'avantage de s’adapter pour d’autres inégalités du méme type (voir I'inégalité de
Poincaré-Wirtinger plus bas).

Proposition 7.4.3 (Inégalité de Poincaré bis). Soit Q un ouvert borné connezxe de R
Alors, il existe ¢ > 0 telle que, pour toute v € H}(2), on a

V][ z2) < c]|VV]|L2().

Démonstration. On raisonne par I’absurde. Supposons : il existe une suite (u,,),, de Hj ()
telle que pour tout n, on a

On pose vy, := Uy /||tn|]2(). Alors, on obtient
1= HUnHLQ(Q) >n ||VUnHL2(Q)- (743)

On en déduit que v, et Vv, sont bornées dans LQ(Q) donc v,, est bornée dans H 1(Q)
D’apres le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite (v,, )x qui converge dans L?({2)
versv € H}(Q). D’apres (7.4.3), on a Vv = 0 p.p. dans 2 connexe donc v est constante p.p.
dans Q. Puisque v € Hj(£2), on en déduit v = 0 p.p. dans Q. Or ||v||12(q) = limy [|vn, || 12(0) = 1,
d’ott une contradiction. O

Proposition 7.4.4 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit Q un ouvert conneze et borné
régulier de classe C*. Pour u € H*(Q)), on note u := ﬁ Jou dz, ou || désigne la mesure
de Lebesgue de €). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que

V’U,EHI(Q), Hu—ﬂHLz(Q) SCHVUHLQ(Q)

Démonstration. Laissée en exercice. OJ

7.5 Dualité

On rappelle que pour un espace de Banach F, on note E’ son dual, i.e. 'ensemble des
formes linéaires continues sur E. De plus, pour L € E' et v € E, on note (L,v) := Lv.
L’application (-, -) est appelée crochet de dualité. Celle-ci permet de mettre en avant le
fait que Lv peut étre vu comme un produit scalaire d’apres les théoremes de représentation
de Riesz et Riesz-Fréchet (voir [5]) que l'on rappelle ci-dessous :

Théoréme 7.5.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soient Q un ouvert de R,
l<p<ooetlc (LP(N). Alors, il existe un unique f € LP (), ot }D + }% =1, tel que
Yue LP(Q), (Lu)= / F(@) u(z) da.

Q
De plus, on a
111w @) = [l ze )y
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Théoréme 7.5.2 (Théoreme de représentation de Riesz-Fréchet). Soient (H, (-,-)g) un
espace de Hilbert sur K : =R ou C et T € H'. Alors, il existe un unique v € H tel que

Vue H, (T,u)=(v,u)y.

De plus, on a
Tl = [[ol]a-

Remarque 7.5.3.

1. Le théoreme de Riesz exprime que toute forme linéaire L € (LP(Q2)) peut étre
représentée par une fonction f € LP'. L’application L — f est un opérateur linéaire

isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP(Q) avec LF'(Q), i.e.
(LP () = LF(Q).

2. Le théoreme de Riesz-Fréchet exprime que tout espace de Hilbert peut étre iden-
tifié avec son dual. Autrement dit, toute forme linéaire continue sur H peut étre
considérée comme un élément de H, i.e. H' = H.

3. Pour H = L?(Q), les deux résultats coincident.

Définition 7.5.4. Le dual de I'espace de Sobolev Hj(f2) est noté H () et le crochet
de dualité correspondant est noté (-, ) ;1 -

Remarque 7.5.5. D’apres le théoreme de représentation de Riesz-Fréchet, on peut iden-
tifier H}(Q2) et H'(2) mais dans la pratique on ne fait jamais cette identification. Par
contre on identifie L?(2) avec son dual. La raison de ce choix est justifié par le Corol-
laire 7.5.7 ci-dessous.

Proposition 7.5.6. L’espace H=Y(Q) admet la caractérisation suivante :
d ag
Q) = feD(Q) ’ Fe+ Y S vig. g€ 1) ¢ (7.5.1)
j=1Y%J

Démonstration. On définit Vopérateur T' de Hg(Q) dans L*(Q)4*! par

ou ou
Tu = — ey == -
Y <U7 61’17 ’ @Id>
Pour toute u € Hg(f), on a

1 Tullr2@err = llullm ).

Puisque H{ () est fermé dans H*(Q), on en déduit aisément que Im(7T') est fermé dans L?(2)?*1.
De plus, on obtient immédiatement que 7' est injective et continue donc est bicontinue
(i.e. d’inverse continu) de H} () sur Im(7'). Soit L une forme linéaire continue sur Hy (£2).
Alors LT~! est linéaire continue sur Im(7'). Puisque Im(T) est fermé dans L?(2)4+1,
d’apres le théoréme de Hahn-Banach, LT~! se prolonge en une forme linéaire continue
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sur L2(Q)%*1. Alors, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe g, . . ., ga € L*(Q)
telles que

d
LT 'u= /Quo go dz + z:/ﬂuzgZ de, Y ue L*Q)%
i—1

Pour u € H}(f2), on obtient

Lu:LT_lTU—/ugO dx+za g; d
d ag
Donc, au sens des distributions, on a L = gy — Z 3 L O
=1 i

Corollaire 7.5.7. On a les inclusions suivantes :

Hy(Q) c L*(Q) c H (). (7.5.2)
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Chapitre 8

Analyse variationnelle des problemes
elliptiques

8.1 Théorie abstraite

Dans cette section, on se place dans le cadre abstrait des espaces de Hilbert. On
rappelle le théoreme de Lax-Milgram d’existence et unicité pour des formulations varia-
tionnelles dans les espaces de Hilbert. De plus, on rappelle aussi la version du théoréme
de Lax-Milgram en tant que minimisation d’énergie.

On note V' un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)y et de la norme
induite || - ||y

Définition 8.1.1. Soit a : V x V — R une forme bilinéaire sur V.

1. On dit que a(,-) est continue s’il existe une constante M > 0 telle que
VuveV, |a(u,v) <M lully vy
2. On dit que a(-,-) est coercive §'il existe une constante m > 0 telle que
VueV, a(uu)>mlull.
Pour L € V' et a(-,-) une forme bilinéaire sur V. On considere la formulation varia-

tionnelle

Trouver u € V telle que :
(8.1.1)

VoeV, a(u,v)=(L,v).

Théoréme 8.1.2 (Lax-Milgram). Soit L € V' et a(-,-) une forme bilinéaire sur V conti-
nue et coercive. Alors, la formulation variationnelle (8.1.1) admet une solution unique.

Démonstration. Puisque L € V', d’apres le théoreme de Riesz-Frécher 7.5.2, il existe
un unique f € V tel que, pour tout v € V, on a (L,v) = (f,v)y. De méme, pour
u € V fixé, I'application v — a(u,v) est une forme linéaire continue sur V' car a(-,-) est
continue. Ainsi, pour u € V fixé, il existe un unique Au € V tel que a(u,v) = (Au,v)y.
L’application 4 ainsi définie est linéaire de V' dans V' et continue car a(-, -) est continue. Le
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probléme (8.1.1) s’écrit alors : trouver u € V' tel que (Au,v)y = (f,v)y pour tout v € V.
Soit encore : trouver u € V tel que Au = f. Autrement dit, montrer I’existence et I'unicité
d’une solution de (8.1.1) est équivalent a montrer que l'opérateur A est bijectif.
Pour montrer I'injectivité, il suffit de montrer que Au = 0 entraine u = 0. D’apres la
coercivité de a(-, ), on a (Au,u)y > m ||u||? dont on déduit immédiatement I'injectivité.
Pour montrer la surjectivité, on montre que l'image Im(A) de A est fermée et que
Im(A)* = {0}. Soit (v,), une suite de Im(.A) qui converge dans V vers v.
Alors v, = Au,, ou (u,), est une suite de V. On a

| Aw, — Aup||v |tn — tmllv > (At — Aty Uy — U )y = M ||ty — un||3,

donc ||Au, — Aup||lv > m||u, — wnm|ly. La suite (Auy,), étant de Cauchy, on en déduit
que la suite (u,), est de Cauchy dans V' qui est complet donc (u,), converge vers u € V.
Comme A est continue, on en déduit v = Au € Im(A) donc Im(A) est fermée. Soit

veIm(A)Lt={veV | (uv)=0,VueIm(A)}. Alors on a 0 = (Av,v)y > m||v|ly
donc v = 0, d’ott Im(A)* = {0}. On en déduit

Im(A) = Im(A) = (Im(A)1)* = {0} =V,
d’ou A est surjective. O

Lorsque la forme bilinéaire a(-, -) est de plus symétrique, i.e. a(u,v) = a(v,u), il existe
une autre formulation du théoreme de Lax-Milgram comme minimisation d’une énergie.

Proposition 8.1.3. On se place sous les hypotheses du théoréeme 8.1.2 de Lax-Milgram.
On note J(v) l’énergie définie pour v € V par

J(v) = ;a(v, o) = (L,v). (8.1.2)

Si a(-,-) est symétrique, alors l'unique solution uw € V de la formulation variation-
nelle (8.1.1) vérifie
J(u) = min J(v). (8.1.3)

veV

Réciproquement, si u réalise le minimum de J sur'V (i.e. u vérifie (8.1.3)), alors u est
lunique solution de (8.1.1).

Remarque 8.1.4. On dit que la formulation variationnelle (8.1.1) est ’équation d’Eu-
ler associée au probleme de minimisation (8.1.3).

Démonstration. Siu € V est la solution de la formulation variationnelle (8.1.1), puisque a(-, )
est symétrique, on a pour tout v € V

J(u+v) = ;a(u+v,u+v)—<L,u+v)
= ;(a(u,u) + 2 a(u,v) + a(v,v)) — (L,u) — (L, v)

= J(u) —I—;a(v,v) > J(u).
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Donc pour tout v € V, J(v) > J(u) d’ou u vérifie (8.1.3).
Réciproquement, si u € V vérifie (8.1.3). Soit v € V fixé, on définie j : R — R par
J(t) ;== J(u+tv). Alors j(t) > j(0) pour tout t € R et on a
t2
j(t) = 5 a(uu U) + t(CL(u? U) - <L7 U>) + J(U)
On en déduit que j est dérivable et, comme 0 est le minimum de j, 7/(0) = 0. Alors

on obtient a(u,v) — (L,v) = 7(0) = 0 donc u est solution de la formulation variation-
nelle (8.1.1). O

8.2 Probleme de Dirichlet

Soit € un ouvert borné de R?. Dans un premier temps, on considére le probléme de
Dirichlet homogene

(8.2.1)

—Au = f dans (,
u =0 sur €,

ott f € L?(Q2). On a vu a la fin du chapitre 3 qu’une formulation variationnelle du probléme
de Dirichlet est : trouver u € H'(Q) avec u = 0 sur I telle que pour toute v € H' ()
avec v = 0 sur 0f) on a

/VU-VU dx:/fv dx.
Q Q
On suppose que 2 est régulier de classe C'. Alors, H}(Q) = {u € H(Q) | u = 0 sur 0Q}.

On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante pour le probleme de Dirichlet ho-
mogene

Trouver u € H(Q) telle que
(8.2.2)

Voue Hy(Q), /ﬂVu-Vvdx:/ﬂfvdx.

Proposition 8.2.1. Soient € un ouvert borné régulier de classe Cl deRe et f € C(Q).
Siu € C*(Q) est solution classique de (8.2.1) alors u est solution de (8.2.2). Réciproque-
ment, si u est solution de (8.2.2) et u € C*(QQ) alors u est solution classique de (8.2.1).

Remarque 8.2.2.

1. La Proposition 8.2.1 montre que la formulation variationnelle (8.2.2) définit bien
une notion de solution faible de I’équation (8.2.1).

2. On peut montrer le résultat plus précis suivant (voir [1]) : si f € L*(2) et u est
solution de la formulation variationnelle (8.2.2) alors u est solution de (8.2.1) au sens
ou —Au = f p.p. dans et u = 0 p.p. sur I (en particulier, la distributions Au
est dans L*(Q)).

Démonstration. Par “construction” de la formulation variationnelle, il est clair que si u
est solution classique de (8.2.1) alors u est solution de la formulation variationnelle (8.2.2).
Réciproquement, soit u € C%(Q) N H(Q) telle que

Y oue Hy(Q), /QVU'VU d:c:/va dzx.
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Soit v € CH(Q)) € H} (). Par application de la formule de Green, on obtient

[@uspyode=[ 90 do, =0

o v

D’apres le Lemme 6.4.3, on en déduit Au(z) + f(z) = 0 pour tout z € Q. De plus,

comme u € H} (), u = 0 sur 99 O
On pose :
Vou,v € Hy(Q), alu,v) = / Vu- Vv dz, (8.2.3)
Q
et
Ve HY(Q), (L) = /va dz. (8.2.4)

Proposition 8.2.3. Soit Q est un ouvert borné régulier de classe C*.

1. La forme bilinéaire a(-,-) définie sur Hg(2) par (8.2.3) est coercive et continue.

2. La forme linéaire L définie sur H}(Q) par (8.2.4) est continue (i.e. L € H1()).

Démonstration.
1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Corollaire 7.2.6, on a

la(u, v)| < [|Vullpz@ V]l 2@ = l[ullgy@) [vllm@), Y u,ve Hy (),
donc a(-, -) est continue sur Hy (). De plus, on a
a(uu) = [ [V do = |lully @), ¥ ue HY(9),
donc af(-,-) est coercive sur H} ().

2. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis I'inégalité de Poincaré, on obtient
qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

<|Ifllz o]l 2) < ellfllz o]l ¥ v e Hy(Q),

L :/ d
(L) | =[] fods
donc L est continue sur Hj(€2). O

De la Proposition 8.2.3, du théoréme de Lax-Milgram 8.1.2 et de la Proposition 8.1.3,
on déduit le résultat suivant :

Corollaire 8.2.4. Soit Q est un ouvert borné régulier de classe C. Alors, la formulation
variationnelle (8.2.2) admet une unique solution u € H}(Q). De plus, u réalise le minimum
dans H} () de l’énergie J définie par

J(v) = ;/QVU~VU dac—/va dz. (8.2.5)
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Remarque 8.2.5. On rappelle que le second membre f considéré est, par hypothese,
dans L*(9). Néanmoins, le Corollaire 8.2.4 est encore vrai en supposant seulement f € H ()
puisque, par définition, f est alors une forme linéaire continue sur H} (). Par contre, dans

ce cas, la formulation variationnelle (8.2.2) s’écrit

{ Trouver u € H}(Q) telle que

Ve HQ), [ VuVodr={f,0) (8.2.6)

Corollaire 8.2.6. L’application linéaire qui o f € H () fait correspondre ['unique
solution u € HY(Q) de la formulation variationnelle (8.2.6) est continue. En particulier,
on a l'inégalité

v e HYQ), lullmye < 1]l (8:2.7)
Démonstration. On note T V'opérateur qui & f € H1(Q) fait correspondre 1'unique so-

lution v € H () de la formulation variationnelle (8.2.6). Alors, en prenant u comme
fonction test dans (8.2.6), on obtient

HTinlé(Q) = HUH%{&(Q) = /QVU -Vu dr = (f, U>H—1,H5 < [l flz-1() HuHHé(Qp
ce qui entraine I'inégalité (8.2.7) et la continuité de 7' O

Remarque 8.2.7.

1. On a vu dans la démonstration précédente que l'inégalité (8.2.7) s’obtient en pre-
nant u comme fonction test dans la formulation variationnelle (8.2.6). Une inégalité
obtenue suivant cette méthode es appelée estimation a priori ou encore esti-
mation d’énergie. Ce type d’inégalités est fréquemment utilisé dans I'analyse des
e.d.p..

2. D’apres les Corollaires 8.2.4 et 8.2.6, on en déduit que le probléme variationnel (8.2.6)
est bien posé au sens d’Hadamard.

On a vu dans le chapitre 3 que le probléme de Dirichlet vérifie un principe du maximum
s’il admet une solution u réguliere. Ci-dessous on montre que cela est encore le cas pour
une solution faible.

Théoréme 8.2.8 (Principe du maximum). Soient Q un ouvert borné régulier de classe C*',
feLl?*Q) etue HYQ) la solution de (8.2.1). Si f > 0 p.p. dans Q, alors u > 0 p.p.
dans €.

Démonstration. On admet le résultat suivant (voir par exemple [1] ou [5]).

Lemme 8.2.9. Si v € H}(Q) alors v~ := min(v,0) € H}(Q) et Vv~ = xpcoVv p.p.
dans €, ou X,<o désigne la fonction caractéristique de {x € Q| v(z) < 0}.

On prend v = u~ comme fonction test dans la formulation variationnelle (8.2.2). On
obtient

/fu* dac:/ Vu-Vu~ da::/xu<0|Vu|2 dx:/ |Vu™|* dx > 0.
Q Q Q 0

Oru~ <0et f >0 p.p. dans €2, donc le membre de gauche de 'égalité précédente est
négatif ou nul. On en déduit [[u™||g1) = 0 donc u™ = 0 p.p. dans 2 car u~ € H} ()
et || - || (o) est une norme sur H(€2). Par définition de u~ on obtient le résultat. O
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Une propriété remarquable et tres importante des équations elliptiques est que si les
données (terme source et terme de bord) sont suffisamment régulieres alors la solution
faible gagne elle-méme en régularité, c’est ce qu’on appelle la régularité elliptique.

Théoréme 8.2.10 (Régularité elliptique). Soit m € N*, Q un ouvert borné de R de
classe C™2 et f € H™(Q). Alors, l'unique solution v € H(Q2) de (8.2.1) appartient
a H™2(Q). De plus, lapplication qui a f associe u est linéaire continue de H™(()
dans H™2(Q).

Remarque 8.2.11.

1. On admet ici ce résultat dont la démonstration dépasse de loin le cadre de ce cours.
Celle-ci se fait en trois étapes en considérant tout d’abord le cas Q = R? puis
le cas 2 = Ri et enfin le cas 2 de classe C™*2 pour lequel on applique les deux
précédentes étapes via des cartes locales. La méthode employée est due a Niremberg,
on renvoie a [1] et [5] pour plus de détails.

2. En dimension 1, le résultat est évident. En effet, le probleme s’écrit alors —u” = f
dans 0, 1] (par exemple), u(0) = u(1) = 0. Si f € H'(Q), la solution u € HJ(0,1)
vérifie v’ = —f € HY(Q) donc u € H*(0,1). En dimension supérieure, le méme
raisonnement permet seulement d’obtenir Au € L*(2) ce qui n’entraine pas a
priori u € H3(Q).

On rappelle que, d’apres le Théoreme 7.1.5, H™()) est un sous-espace de C(f2) des
que m > %. En corollaire de ce résultat et de la régularité elliptique on obtient

Corollaire 8.2.12. Soient m € N*, Q un ouvert borné de R? de classe C™*2 et f € H™(Q).
Sim > 4, la solution faible v € H() de (8.2.1) est solution forte de (8.2.1) car
u € C?*(Q). En particulier, si Q est de classe C™® et f € C*(Q) alors u € C=(0Q).

Considérons maintenant le probleme de Dirichlet non-homogene (ot €2 est un ouvert
borné régulier de classe C)

{ —Au = f dans Q, (8.2.8)

u =g sur 0f),

ou f € H (). Pour qu'il existe une solution v € H*(2) au probleme (8.2.8), il faut que
la donnée au bord g soit la trace sur 9Q d’une fonction de H'(Q2) d’apres le théoréme
de trace (7.3.3), i.e. ¢ = yoh ot h € H'(2). Autrement dit g € Hz(99). On dit que
I’application h est un relevement de la condition aux limites.

Pour obtenir une formulation variationnelle de (8.2.8) et en déduire, notamment, un
résultat d’existence et d’unicité on pose 4 := u — h. De sorte que la solution de (8.2.8)
(au sens des distributions) est donnée par u = @ + h. On obtient alors que @ vérifie le
probléme de Dirichlet homogene

{ —AG = f dansQ, (8.2.9)

u =0 sur 09,

ot f:= f+Ah. Or h € H'(Q) donc ses dérivées sont des éléments de L*(€), on en déduit
que Ah s’écrit comme une somme de dérivées (au sens des distributions) de fonctions
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de L?(Q). D’aprés la caractérisation (7.5.1), on a alors Ah € H~'(Q). Donc f € H1(Q),
et, d’apres le Corollaire 8.2.4, @ € H} () est 'unique solution du probléme variationnel

Trouver @ € H}(Q) telle que
(8.2.10)

Vv e Hy(9), /QVfL-Vvdx:<f,v>

H-1H} "
Autrement dit, on a montré le résultat suivant :

Théoréme 8.2.13. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C* de R, f € H™1(Q)
et g € H2(99Q). Alors, il existe une unique solution faible u € H'(Q) au probléme (8.2.8)
(i.e. solution au sens des distributions). De plus, u = u+h ot h € H'(Q) est un relévement
de g et @ est l'unique solution de la formulation variationnelle (8.2.10).

Remarque 8.2.14.

1. Le relevement h n’est pas unique. En effet, si on note h; et hy les solutions de (8.2.8)
pour deux termes sources différents f; et fo alors h; et hy sont tout deux des
relevements de g.

2. L’unicité de la solution faible u € H'() du probleme (8.2.8) n’est pas immédiate
puisque le choix du relevement h n’est pas unique. Celle-ci a tout de méme bien
lieu car le choix de h conditionne le choix de @. Pour montrer 'unicité, il suffit de
choisir deux solutions faibles u; et uy de (8.2.8). On obtient alors que u; — uy est
solution faible de (8.2.1) avec f = 0. Or 'unique solution de ce probléme est u = 0
donc uy; = uy p.p. dans €.

8.3 Equation de Laplace avec conditions aux limites
de Neumann

Dans un premier temps, on considere le probleme suivant :

—Au+u = f dans (),

8.3.1
Ou =g sur 0f), ( )
v

ot € est un ouvert borné régulier de classe C', f € L?(Q) et g € L?(09).

Remarque 8.3.1. D’apres le théoreme de trace 7.3.9, il serait naturel de considérer
g € L?(09) telle que g = y1h, ot h € H?(2). En fait, on va justifier ci-dessous qu’il suffit
d’avoir g € L*(99Q) pour obtenir une formulation variationnelle de (8.3.1).

On reprend la méthode employée dans le cas du probleme de Dirichlet qui consiste
a considérer qu’il existe une solution u € C?*(Q) de (8.3.1). Soit ¢ € C*(Q). En multi-
pliant (8.3.1) par ¢ et on intégrant par parties, on obtient

/Vu~Vgpd:U—/ augpdaz—l—/ugoda::/f(pd:c,
Q o Q Q

0 Ov
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d’ou
/Vu~ch dx—l—/ugo dx:/fgp dx+/ g do,.
o) 0 Q a0
On en déduit la formulation variationnelle suivante :

{ Trouver u € H'(Q) telle que

Voue H(Q), /QVu-vaLuv d:v:/va dm+/mgv do,. (8.3.2)

Remarque 8.3.2.

1. Dans l'intégrale de bord, v est la trace yov sur 92 (qui est bien définie car v € H(2)).
De plus, cette intégrale a bien un sens pour g € L?*(9) sans nécessairement que g
soit la trace y; d'une fonction de H?().

2. La formulation variationnelle (8.3.2) ne fait pas intervenir la dérivée normale de u.
C’est ce qui justifie de chercher u seulement dans H'(2) et non dans H?(2). La
grande différence (au sens variationnel) entre condition de Dirichlet et condition de
Neumann réside dans le fait que la condition de Dirichlet est contenue dans I’espace
des fonctions test considérées alors que la condition de Neumann est contenue dans
la formulation variationnelle. On dit que la condition de Dirichlet est essentielle (ou
explicite) alors que la condition de Neumann est dite naturelle (ou implicite).

Comme dans le cas du probleme de Dirichlet, il faut s’assurer qu’une solution de la
formulation variationnelle (8.3.2) définie bien une solution faible de I’équation (8.3.1).

Proposition 8.3.3. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C' de RY, f € C(Q) et
g € C(09). Siue C*(Q) est solution classique de (8.3.1), alors u est solution de (8.3.2).
Réciproquement, si u est solution de (8.3.2) et u € C*(Q) alors u est solution classique
de (8.3.1).

Démonstration. 1l suffit de montrer la réciproque. Soit u € C?(€) solution de (8.3.2). On
prend v € C'(Q) comme fonction test. Par intégration par parties, on obtient

/Q(—Au—i-u—f)vda::/m< —gz>vd0$.

En particulier, on a pour toute v € C}(Q), /(—Au +u — f)v de = 0. Alors, d’apres
Q
le Lemme 6.4.3, —Au + u — f = 0 dans €. On en déduit

— ou
vued'@, [ (g-3")vde 0.
ve o), 20 ( 81/) v
De méme qu’avec le Lemme 6.4.3, on en déduit g — g—;ﬁ = 0. O]

Théoréme 8.3.4. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C1, f € L*(Q) et g € L*(09Q).
Alors, la formulation variationnelle (8.3.2) admet une unique solution u € H'(Q). De
plus, u réalise le minimum dans H*()) de ’énergie J définie par

1
J(v) = §/QIVU\2 + |v|* dz —/va dr — /mgv do. (8.3.3)
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram. Pour cela on définit
'application bilinéaire a(-,-) sur H*(2) par

a(u,v) /Vu Vv +uv dr,

et la forme linéaire L sur H'(Q) par

(L,v) := /fvdx+/ gv do,.
Q o0

Alors a(u,u) = ||ul B‘P(Q) donc af(+, ) est bien coercive. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a

|au, V)] < [[Vul|z29) [[VollL2@) + [lull 2@ (o]l 2 @) < 2[ullar@ [[o]la @)

donc a(-,-) est continue. Pour v € H'(Q), d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le
théoreme de trace 7.3.3, on obtient qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de v
telle que

(o) [ < Iz [[ollz2@) + [lgll2oo) [0]l2@0)
< M2 ol ) + CHQHL2 (o) Hvl\m(m,

donc L est continue sur H'(Q). O

On considere maintenant I’équation de Laplace avec la condition aux limites de Neu-
mann

—Au = f dans (,

ou (8.3.4)

— =g sur J9,

ov
ol ) est un ouvert borné régulier de classe C', f € L?(Q) et g € L?(9Q). La difficulté
supplémentaire par rapport au probleme (8.3.1) vient du fait que 1’équivalent de la forme
bilinéaire a(-,-) ne contiendra plus de terme en u et donc celle-ci n’est plus coercive
sur H'(Q).

Il faut remarquer que le probléme (8.3.4) est, pour 'instant, mal posé. Il est nécessaire

d’ajouter une condition dite de compatibilité reliant f et g. En effet, supposons que u est
une solution réguliere de (8.3.4), alors on obtient

fdr=— | Audr=— @daw:— g do,.
Q Q o0 Ov o0

Il faut donc ajouter la condition de compatibilité

/Qf dz + /mg do, = 0. (8.3.5)

De plus, le probleme (8.3.4) ne fait intervenir que les dérivées de u et donc la solution
est définie, si 'ouvert (2 est supposé connexe, a une constante additive pres (i.e. si u est
solution alors u + ¢ est solution pour toute constante c). Pour avoir unicité de la solution,
on peut, par exemple, fixer la moyenne de u sur €2 :

/Qu dz = 0. (8.3.6)
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L’espace fonctionnel naturel a considérer est alors
V(Q) = {v e H'(Q) | /Qv da = o}, (8.3.7)

qui est un espace de Hilbert pour le norme de H' (car fermé). Par les mémes arguments
que pour le probleme précédent, on aboutit a la formulation variationnelle

Trouver u € V(1) telle que
(8.3.8)

VoeV(Q), /QVU-Vvdx:/vad:U—l—/mgvdax.

Par le méme raisonnement que précédemment on obtient le résultat suivant

Proposition 8.3.5. Soient Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de RY,
feC()etge CON) tels que la relation de compatibilité (8.3.5) est vérifiée. Siu € C?(Q)
est solution classique de (8.3.4) alors u est solution de (8.3.8). Réciproquement, si u est
solution de (8.3.8) et u € C?(Q) alors u est solution classique de (8.3.4).

Théoréme 8.3.6. Soient Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de R?, f € L*(Q)
et g € L*(09Q) tels que la relation de compatibilité (8.3.5) est vérifice. Alors, il existe une
unique solution w € V(Q) de (8.3.8). De plus, u réalise le minimum dans V() de l’éner-
gie J définie par

J(v) = ;/QV'U-Vvdx—/vadx—/mgvdax.

Remarque 8.3.7. Comme dans le cas du probleme de Dirichlet, on a des résultats de
régularité elliptique (voir [5]).

Exercice 8.3.8. Montrer le Théoreme 8.3.6 en utilisant 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger
(Proposition 7.4.4).

8.4 Problemes elliptiques sous forme divergence

Les problemes elliptiques sous forme divergence sont une généralisation de I’équation
de Laplace. Par exemple, ’équation de Laplace permet de modéliser le probleme station-
naire de diffusion de la chaleur dans un matériau homogene isotrope. Des lors qu’on ne
suppose plus le matériau isotrope ou homogene le probléeme ne peut plus s’écrire sous
forme d’un Laplacien.

Dans le cas d'un matériau anisotrope (autrement dit la chaleur se diffuse suivant des
directions privilégiées) et homogene le probleme s’écrit

—div(AVu) = f,

ou A € R¥™?, Par exemple, en dimension 2, si on suppose que la chaleur se diffuse deux
fois plus vite dans la direction x5 par rapport a la direction x; alors A est de la forme

10
A_O‘<0 2)’
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ou « est le conductivité dans la direction z;. Si le matériau n’est plus homogene alors
A = A(x), autrement dit la conductivité dépend du point x considéré. Alors la forme
générale d’'un probleme elliptique (avec condition de Dirichlet homogene) sous forme di-
vergente est la suivante

(8.4.1)

—div(AVu) = f dans (),
u =0 sur 0,

ol Q est un ouvert borné de RY, f € H71(Q) et A: Q — R4,
Pour avoir existence et unicité d’'une solution faible de (8.4.1), on suppose que la
fonction A vérifie :

1. A est coercive, i.e. il existe a > 0 telle que pour tout ¢ € R,
A(x)€-€ > alél* p.p. dans Q, (8.4.2)
2. A est bornée, i.e. il existe 8 > 0 telle que pour tout ¢ € R,

|A(x)¢] < Bl€] p.p. dans €. (8.4.3)

Par application du théoreme de Lax-Milgram, on a

Théoréme 8.4.1. Soient 0 un ouvert borné de R de classe C*, f € L*(Q) et A: Q —
R4 coercive et bornée. Alors, il existe une unique solution faible u € H}(Q) de (8.4.1),
1.e. une solution de la formulation variationnelle

Trouwver u € HL(Q) telle que
(8.4.4)

Vv e HYQ), /QAVu-VU da::/ﬂfv dx.

Exercice 8.4.2. Montrer le Théoréeme 8.4.1.

Un cas particulier intéressant est celui on A s’écrit A(z) = a(x) I; avec a(x) prenant
deux valeurs distinctes. On considere €2y et €y deux sous-domaines de €2 (i.e 2y et €
sont deux ouverts bornés et connexe) formant une partition de €2, donc 2 = Q; U Q5. On
suppose que « est constante dans €2; et {2, prenant deux valeurs différentes :

| a dans @,
a(x) = { b dans Oy, (8.4.5)

ou a,b > 0. Dans ce cas, le probleme (8.4.1) s’écrit

(8.4.6)
u =0 sur €,

{ —div(a(x)Vu) = f dans Q,
ou on a écrit a(z) au lieu de a pour préciser la dépendance en la variable d’espace. Le
probléeme (8.4.6) modélise, par exemple, la répartition de la chaleur pour un milieu 2
composé de deux matériaux homogenes et isotropes 2; et €2y de conductivité a et b. Si «
était constant le probleme se réduirait simplement au probleme de Dirichlet classique, le
fait que a prenne des valeurs différentes dans €2y et {25 entraine le résultat suivant :



86 CHAPITRE 8 : Analyse variationnelle des problemes elliptiques

0

FI1GURE 8.1 — Décomposition de €2 en €2y et €2y

Proposition 8.4.3. Soient Q un ouvert borné connexe de R? de classe Ct et f € L*(Q).
Soient Qy un ouvert borné conneze régulier de classe C* de 2, Qy := Q\ Qy et [ := 9Qy.
Soit « donnée par (8.4.5). Alors, le probléme (8.4.6) est équivalent au probléeme de
transmission

—alAu; = f dans €y,
—bAuy, = f dans s,
Uy = U sur I, (8.4.7)
aVu,-v =bVuy-v surl,
up, =0 sur OS2,

ot u; est la restriction de la solution u a $);. Les conditions sur I sont appelées conditions
aux limites de transmission a ["interface I.

Remarque 8.4.4.

1. En pratique, en modélisation, on obtient plutdt le probleme (8.4.7). Le point im-
portant de la Proposition 8.4.3 est I’équivalence entre celui-ci et le probleme (8.4.6)
qui est plus simple a traiter et dont on a montré (Théoréme 8.4.1) qu’il admet une
solution faible unique.

2. On peut aussi considérer des conditions aux limites d’un autre type sur 0€) (Dirichlet
non-homogene, Neumann, mixte. . . etc).

3. Les résultats de régularité elliptique sont encore vrais pour les problemes elliptiques
sous forme divergente (voir [8]) en supposant une certaine régularité de la fonction A.

Exercice 8.4.5. Montrer la Proposition 8.4.3.
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Chapitre 9

Approximation variationnelle

Dans ce (court) chapitre, on décrit la méthode générale d’approximation d’une formu-
lation variationnelle définie dans un espace de Hilbert qui servira de base pour 1’élabora-
tion de la méthode des éléments finis.

9.1 Approximation interne et systéme matriciel équi-
valent

Soit V' un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-)y et de la norme as-
sociée || - ||y. Soient a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur V et f € V. On
considere la formulation variationnelle générale

{ Trouver u € V tel que : (9.1.1)

VoeV, a(u,v)=(fv)y.

L’existence et 1'unicité de la solution v € V de (9.1.1) est assurée par le théoreme de
Lax-Milgram. Dans cette section, on cherche a déterminer une suite (up), de V telle
que ||u — up||v tend vers 0 quand h tend vers 0.

L’approximation interne consiste a considérer une suite V}, de sous-espaces fermés
de V' de dimension finie (qui sont des espaces de Hilbert car fermés dans V'). On s’intéresse
alors aux problemes approchés :

{ Trouver uy, € V;, tel que : (9.1.2)

YV v € Vy, a(uh,vh) = (f7 Uh)V-

La forme bilinéaire a(-,-) étant encore coercive et continue sur les sous-espaces V},, par
le théoreme de Lax-Milgram, on a existence et unicité de la solution uy, € Vj, de (9.1.2).
Soit {¢1,...,¢n} une base de Vj,. Alors, il existe u?,...,u% € R tels que la solution
up, € Vj, de (9.1.2) s’écrit

N
h
Uy, = Zuj 0j.
i=1

Pour que I'égalité a(up,vy) = (f,vn)v ait lieu pour tout v, € V}, il faut et il suffit qu’elle
ait lieu pour tous les vecteurs de base ¢y, ..., ¢y. En utilisant la bilinéarité de a(-,-), le
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probleéme (9.1.2) s’écrit alors

Trouver u”, ... u% € R tels que :

N
Vizla--'7N7 Zu?a(gbﬁgbl):(.ﬂgbz)v
J=1

En posant Uy, := (u?,...,u%)T € RY, on obtient que le probléme (9.1.2) est équivalent
au probléme matriciel KUy, = by, ot K € RVXN et b, € RY sont définis par

Kn = (a(¢j, ¢i))hi<ijen et by = ((f, 0i)v)i<i<n. (9.1.3)

Notation 9.1.1. Pour la suite, on note m et M les constantes de coercivité et de conti-
nuité de a(-,-), i.e.
YueV, a(uu)>mlull}, (9.1.4)

et
VuveV, la(u,v)] <M |ully]|v|lv. (9.1.5)

Proposition 9.1.2. On suppose de plus que a(-,-) est symétrique. Alors, la matrice Ky,
définie par (9.1.3) est définie positive. En particulier, ICp, est inversible et donc le systéme
KnUy, = by, admet une solution unique Uy, € RY.

Démonstration. Par définition de KCp, il est clair que si a(-,-) est symétrique alors Kp,

aussi. Soit £ € RN\ {0}, € := (&,...,&n)T. On pose €: = &y + -+ + Enon € V.
Puisque af(+, -) est bilinéaire et coercive, on a

N N s R
Kré &€= algi, $))& & = D al&di, &9;) = a(€,€) > m|[€]]} >0,
ij=1 ij=1
donc K, est définie positive. O

9.2 Convergence de la méthode

Il reste a montrer que la solution uy, € V}, de (9.1.2) est bien une approximation de w.
Pour cela, on utilise le résultat suivant :

Lemme 9.2.1 (Lemme de Céa). Soit u € V' la solution de (9.1.1) et uy, € Vj, la solution
de (9.1.2), alors on a

[lu = unllv < inf |ju — vply
u—u inf |jlu—wv

h T m vpEV, h ’
ou m et M sont données par (9.1.4) et (9.1.5).

Démonstration. Si wy, € V3, en prenant wy, comme fonction test dans (9.1.1) et (9.1.2),
on obtient

a(u,wy) = (f,wn)v = alup, w),
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d’ou, par bilinéarité de a(-,-), a(u — up,wy) = 0. Soit v, € V},, alors wy, := vy, — up, € V,
donc a(u — up, vy, — up) = 0. On en déduit
ml|lu—up|lt < alu—up,u—up) = alu—up,u—vy) + alu — up, vy — up)
= a(u —up,u—vp) < M lJu—wun|lv [[u—uvllv,
donc on a

M
Voo € Vi, ||u_uh||V§E||u_Uh||V7
ce qui donne le résultat. O

Théoréme 9.2.2 (Théoreme de convergence). On suppose qu’il existe un sous-espace V
de V' dense dans V tel qu’il existe une application linéaire vy, de V dans V), vérifiant

Yove, }lgr%)HU—rthV:O. (9.2.1)

L’application ry, est appelée opérateur d’interpolation de V sur V). Alors, la solu-
tion u, € Vj, de (9.1.2) converge vers la solution u € V' de (9.1.1), au sens ot on a

}lgr(l] llu —uplly =0 (9.2.2)

Remarque 9.2.3. Le point important du Théoréme de convergence est 'existence d’un
opérateur d’interpolation. Celle-ci n’est pas immédiate et suivant le probleme considéré,
en particulier suivant les espaces de Hilbert V' et V), considérés, il est nécessaire de montrer
I’existence de cet opérateur. On appellera les résultats de ce type des lemmes d’interpo-
lation. Le théoreme de convergence est ’analogue du théoreme de Lax pour la méthode
des différences finies. Ici la notion de stabilité correspond a la coercivité de a(-,-) et la
notion de consistance correspond au lemme d’interpolation.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque V est dense, il existe v € V tel que ||u —v||y < e. De
plus, 'existence de I'opérateur d’interpolation vérifiant (9.2.1) entraine qu’il existe hy > 0
tel que si h < hg alors ||v — rpv||y < e. Puisque rpv, € Vj, on a d’apres le lemme de Céa :

M . M
l[u —uplly < — inf |[u—wplly < —|[u—"r0|ly
v EVY m

M M 2M
< —lu—vlly + —I[lo—rvlly < —¢,
m m m

ce qui donne le résultat O

En résumé 'approximation variationnelle consiste a construire des sous-espace V}, de V'
dont on détermine une base {¢1,..., ¢y} pour aboutir au systeme matriciel 1C,Uy, = by,.
Pour avoir convergence de la méthode et aboutir a un systeme matriciel simple, il faut
que l'espace V), vérifie

1. qu’il existe un sous-espace dense V sur lequel est défini un opérateur d’interpola-

tion 7, vérifiant (9.2.1),

2. qu'il existe une base {¢1, . . ., dn } telle que la résolution du systéme matriciel KUy, = by,
soit économique (typiquement que la matrice Kj, soit creuse).

La méthode des éléments finis repose sur le choix d’espaces V}, constitués de fonctions
continues localement polynomiales et qui vérifient les deux points précédents.
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Chapitre 10

Méthode des éléments finis en
dimension 1

Dans ce chapitre, on décrit la méthode des éléments finis en dimension 1 pour le
probleme modele de Dirichlet homogene :

—u” = f dans|0,1],
{ u(0) =u(l) =0, (10.0.1)

ott f € L?(0,1). La premiére étape de discrétisation consiste & choisir un maillage de [0, 1] :
soit (x;);=o,. n+1 une subdivision de [0, 1] telle que

-----

,CL'O:O<.CE1<"'<.CEN<.CEN+1:1.

Pour simplifier, on suppose le pas d’espace uniforme donné par h := N%rl = Tjq1 — Ty,
ouj=1,...,N. La formulation variationnelle de (10.0.1) est

Trouver u € Hy(0,1) telle que :

10.0.2
Vv e Hy(0,1), / u'v dx—/ fodr. ( )

Notation 10.0.4. On note P, I'espace des polynomes sur R a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a k.

La méthode des éléments finis consiste & définir comme espace d’approximation de H'(0, 1) :

= {UEC(O,l)’UHIj EPk,VjIO,...,N}.

@41

Suivant le choix de k£ € N*, on parle de méthode des éléments finis Py.

10.1 Eléments finis P,

On pose
= {U S C(O, 1) ’ V)[zja541] € P,V5=0,... ,N}, (10.1.1)
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et
Von = {v € Vj | v(0) =v(1) = 0}. (10.1.2)

L’espace V}, est l'espace d’approximation de H'(0,1) par la méthode des éléments
finis P; tandis que Vpy, est 'espace d’approximation de H{(0,1). D’apres le chapitre précé-
dent, il faut montrer que ces sont des sous-espaces de, respectivement, H*(0,1) et H;(0, 1),
en déterminer une base et montrer 'existence d’un opérateur d’interpolation défini sur
un sous-espace dense de, respectivement, H'(0,1) et H}(0,1), et a valeurs dans, respecti-
vement, V}, et Vpy,.

On pose
_ = a] stz <1,
o(x) = { 0 Sinom. (10.1.3)
Puis on définit, pour j = 0,..., N + 1, les fonctions ¢; par
T —T;
¢j(x) = ¢< ; ”) : (10.1.4)

Les fonctions ¢; sont des fonctions “chapeau” (voir Figure 10.1), elles vérifient ¢;(x;) = ;5
et ¢; € V.

¢;

f T T
Tj-1 T Tj+1

FIGURE 10.1 — Graphe de la fonction ¢;

De plus, supp(¢;) =]z;_1, ;41| et on peut encore écrire ¢; sur son support par

R six € [xj_1,25),
_ h
oilx) =9y . .
ﬁT sz € [z, Tj41].

Remarque 10.1.1. Une définition équivalente des fonctions ¢; est que ce sont les seules
fonctions de Vj, telles que ¢;(x;) = ¢;;, pour tout i,j =0,..., N.

Proposition 10.1.2. L’espace vectoriel V;, défini par (10.1.1) est un sous-espace de H*(0,1)
de dimension N + 2 et la famille {¢o,...,¢n+1} en est une base. En particulier, pour
toute v € Vi, on a

vV x € 0,1], v(r) = v(z;)p;(x). (10.1.5)
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De méme, l'espace vectoriel Vo, défini par (10.1.2) est un sous-espace de H}(0,1) de

dimension N et la famille {¢y, ..., on} en est une base. En particulier, pour toute v € Vyp,
on a
N
vV e0,1], = v(z;)pi(x (10.1.6)
7=1

Remarque 10.1.3. On obtient en particulier que toute fonction de V}, et Vj, est définie
de facon unique par ses valeurs aux noeuds x;.

Démonstration. On montre d’abord que Vj, est un sous-espace de H'(0,1). Si v € V}
alorsv € C([0,1]) € L*(0, 1), il suffit donc de montrer que v’ € L?(0,1). Soit ¢ € C°(0, 1),
on a

/ Ti+ /
<v,<p>:—/ vy dr = — Z/ V|[zj,zj01] P AT

Or V|2, ,2;,,) € P1 C C([0,1]) donc, d’apres la formule de Green, on obtient

N

<t >= 2:/”“ Wiy # 45 = Y (0(2)0(5) = v(2101)0(2511))

Jj=0

D’autre part, on a

;}(U(%‘)@(%) —v(zjr)e(zim)) = ;}U(%’)@(%‘) - ;)U(37j+1)90($j+1>
= 3 olay)oles) = 3 vle)elasen

v(zo)e(z0) — v(@n41)e(2N11) =0,
car ¢(1) = ¢(0) = 0. On en déduit

<vp>= Z/ Vllayaya) P A5

N+1

d’ott v/ = z%) U([I‘j,x‘j+1]x[xjyxj+1] € L*(0,1).

Il reste]ét montrer que V;, a pour base {¢o, ..., ¢n11} et Pégalité (10.1.5). Soit j € {0,..., N + 1},
alors supp(¢;)Nsupp(@jt1) = [z, z;4+1]. De plus, {¢;, ¢j+1} est une base de Py sur [z, xj41].
En effet, P; est de dimension 2 et si o, € R vérifient a¢;(z) + Spji1(x) = 0 pour
S [:Uj, xjﬂ], en prenant x = x; on obtient o = 0 et avec x = x4 on obtient 3 = 0.

Soit v € Vj,, alors pour tout j = 0,..., N+1, Vg, 2,,,] € P1. Donc v, o) = ag;(z) + 5 ¢jp1(z).
En prenant x = x; puis © = ;41 on obtient v, 4,.) = v(2;)¢;(x) + v(2j11) P (2).
D’autre part, pour = € [z}, j11], ¢i(z) =0sii # j et j+ 1, donc

N+1

Ve lz,rinl, Y o@)ei(r) = v(x;)o;(w) + v(zj01) 541(T) = Vw0,

=0

d’ou le résultat. O
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L’approximation de la formulation variationnelle (10.0.2) est

Trouver uy;, € Vi, telle que :

1 1 (10.1.7)
Y v € Vo, / u%vﬁld:c:/ f oy da.
0 0

Alors up, = up(z1)$1 + - - - + up(zn)Pn et (10.1.7) s’écrit

Trouver up(x1),...,un(zn) € R tels que :
N 1 1
Vi=1...,N, Zuh(xj)/ ¢4 dx:/ fé dr.
= 0 0

En posant Uy = (up(x1),...,un(zn))? € RN, on obtient KU, = by, ou K, € RV
et b, € RY sont donnés par

K 1 d b 1 d
= I /. t = 5 . .
h </0 ¢l (b] x) 1<i,j<N ¢ " </0 f (b v )1<i<N

La matrice KCj, est appelée matrice de rigidité du systéme. Puisque supp(¢;)Nsupp(¢;) = 0
si |i — j| > 1, la matrice K, est creuse. En particulier, on a (}Cp);; = 0si |i — j| > 1 et
pour |i — j| <1, on a

Ti+1 x; ]_ Tit1 1 2

et

T

11 Tit1 1\ 1 1
¢; Pipy dv = /x (_h> h dr = T (Kn)ii-1-

Autrement dit, C; est la matrice tridiagonale suivante

(Kn)iss = |

T

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
1
ICh - E )
1
0 -1 2

qui est la matrice de discrétisation du Laplacien (au coefficient h~! prés) obtenue par la
méthode des différences finies du schéma a 5 points (cela est dii au choix d'un pas de
maillage uniforme).

Pour calculer le second membre by, lorsque la fonction f est compliquée, il faut utiliser
une formule de quadrature (appelée aussi intégration numérique) dont on donne quelques
exemples :

— Formule du rectangle

[ 9la) dr = (b a)i(@) = (- a)p ).
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— Formule du point milieu

— Formule du trapeze

[ vla) de = (o~ a)(wla) + (b)),

— Formule de Simpson

[/ o) o= g 0= vt 40 (450) + v

Les deux premieres formules sont exactes pour les fonctions v affines, et la troisieme est
exacte pour les polynomes de second degré. Pour les fonctions régulieres, ces formules sont
approchées avec un reste d’ordre O(h), O(h?) et O(h®) respectivement

Remarque 10.1.4. Par hypothése on sait seulement que f € L?(0, 1) donc f n’est défini
que presque partout. Mais, dans la pratique, f est une donnée donc connue en tout point,
ce qui justifie 'emploi des formules de quadrature ci-dessus.

10.2 Convergence et estimation d’erreur pour la mé-
thode P

D’apres le Théoreme 9.2.2, pour obtenir la convergence de la méthode Py, il suffit qu’il
existe un sous-espace dense V de H; (0, 1) sur lequel est défini un opérateur d’interpolation
a valeur dans V},. En dimension 1, le fait que H'(0, 1) est un sous-espace de C(0, 1) permet
de prendre pour V l'espace H}(0,1) tout entier.

Définition 10.2.1. L’opérateur d’interpolation P; est I'application r;, définie de H'(0,1)

dans V}, par :
N+1

Y ove HY(0,1), rpo(z) = Y v(zy)e;(x).
j=0
ol les fonctions ¢; sont données par (10.1.3)-(10.1.4). En particulier, sur H}(0,1) 'opé-
rateur r;, vérifie

N
Voe H&(O, 1), rpo(x Zv (x)p;(x
7j=1

Remarque 10.2.2.
1. D’apres la Proposition 10.1.2, il est clair que r,v € V), et, si v € V},, alors rpv = v.

2. La définition a un sens car H'(0,1) est un sous-espace de C(0,1) et donc toute
fonction de H'(0,1) est définie en tout point de |0,1[. En dimension supérieure,
les fonctions H' ne sont pas nécessairement continues et donc définies seulement
presque partout et la définition précédente n’a plus de sens. Pour définir un opérateur
d’interpolation, il sera nécessaire de considérer un sous-espace V dense dans H! et
constitué de fonctions régulieres.
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Lemme 10.2.3 (Lemme d’interpolation Py ).

1. Pour toute v € H?(0,1), il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que
HU _TthHl(O,l) S ChH’UHH[g(O’l). (1021)

2. Pour toute v € H*(0,1), on a

}LIE)% ||U - ThUHHl(O,l) =0. (1022)

Démonstration.

1) On montre (10.2.1) pour v € C?([0, 1]), par densité on en déduit (10.2.1) pour v € H%(0, 1).
Il faut estimer ||v — 740||12(0,1) €t ||V — (r4v)'||2(0,1) en fonction de h. Soit & € [z, 2;441].
Comme 7,0 € Vj, on a rv(x) = ax + (. De plus, rpv(x;) = v(z;) et rpo(zj41) = v(T)41)
donc

rpo(x) = v(x;) + U<xj+1)h_ o) (x — ;).

On obtient

v(z) —rpo(z) =v(z) —v(z;) — U(%’Jrl)h_ v(z;) (@ — ;)

:/ V(1) dt—m_hxj T dt.

J

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe y € [x;, z] et 2z € [z}, xj11] tels que

o(w) = o) = (0 = )0/ () = (2 = 2 () = (o — ) [ 0"(0) .

Alors, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

lo(x) = ro(z)> < B2 (/y V(1) dt>2 < B2 </+ " (t)] dt>2

J

_— 1/2 —_— 1/2\ 2
< h? (/ dt) (/ BHGIE dt)

<3 / T )? dt.

j
On integre x sur [z, Tj11]

Tj+1

/ T o(@) — ()2 de < B / " ()] dt.

J Tj

En sommant sur j =0,..., N, on obtient

[lv — 7“h11HL2(0,1) < h? HU”HLQ(OJ)'
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Il reste & obtenir une estimation sur les dérivées. Pour = € [z;,z;11], on a

1 [zi+1

h Ja

V(&) — () (@) = '(w) - L0 gy

; V'(t) dt

1 rz 1 [z
— = [T @) — () dE = - / o / ’(y) dy dt.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient donc

2 2
Tj41 1 Tj41 Tji4+1
(o) = (¥ < g ( / J / pavae) < ([ W aa)
< h/ (y)|? dy.
En intégrant x sur [z;,2;11], on a

Tj+1 Tj+1
[ @) = ey @) de < n® [T ) dy.

j i
On en déduit ||[v" — (rpv)||L20,1) < A [|V"]]L2(0,1), d'oU
—'h %{1(0,1) = —'h %2(0,1) "= (rh) %2(0,1)
|[v —rav]| [lv —rav]| +[[v" = (rav)]]
< W20y + B2 1V 1200y < 207 1107|200

pour h < 1, ce qui donne (10.2.1).
2) On montre (10.2.2) pour v € C*([0, 1]). Le raisonnement est le méme que pour 1). On
montre tout d’abord que ||v — r,v||12(0 1) converge vers 0. Soit « € [z}, 2], on a

o(z) = rv(z) = / o) de = - - / ) dt,

J J

l0(z) — rav(z |</ |dt+/ |dt—2/ (6)] dt.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[ o) = )P e <22 [T o)

J Zj

d’ou

dOHC ||’U — Thv||L2(0,1) S \/§h ||U/||L2(0,1) m 0
Il reste & montrer que ||[v" — (r,v)'||r2(01) — 0. Soit € > 0. Puisque C?([0,1]) est
—
dense dans C*(]0,1]), il existe ¢ € C?([0,1]) telle que
V' = ¢'l|r200) < e

Pour u € C*([0,1]), on a
(u(rj1) — ua;))? = }1L (/;Hl u'(t) dt)

Tjt1 1
[ @ e =2
/ (t)|? dt,

J
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donc ||(rnw)’[|z2(0,1) < |[w'][22(0,1)- Alors, on en déduit
(rav)" = (@) [lz201) = [|(ra(v = 8))1|22(0,1) < [[0" = &'[|120,1) < €
En appliquant I'inégalité (10.2.1) & ¢, on obtient
16" = (rad)l|2201) < c b ]|9"]|1201) < €,
pour h suffisamment petit, d’ou

0" = (rav) |2200) < 10" = &|e20,0) + 10" = (100) | 22(0,0) + [[(700)" = (rav)[|22(0,1)

<ce — 0,
e—0

ce qui donne le résultat. O

Théoréme 10.2.4 (Convergence de la méthode Py). Soient u € Hy(0,1) la solution
de (10.0.2) et up € Vj, la solution de (10.1.7). Alors, on a

Autrement dit, la méthodes des éléments finis Py converge. De plus, si u € H?(0,1) alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que

||U—Uh||H1(0’1) S Ch||f||L2(0’1). (1024)
On dit que la convergence est linéaire.

Démonstration. La convergence (10.2.3) est la conséquence du Lemme 10.2.3 et du Théo-
réme 9.2.2. L'estimation (10.2.4) s’obtient a partir du lemme de Céa et de (10.2.1) :

llu —up||lmny <c inf [lu—vp|lgro1) < cllu—raullaom
vRLEVR
< chllu"llz201) = ch|[fllr20),

car —u” = f p.p. dans |0, 1[. ]

10.3 Cas d’une condition de Neumann

Dans cette section, on étudie la méthode des éléments finis P; pour le probleme de
Neumann :

—u"+u =f dans ]0, 1],
{ L0 =, W) = B, (10.3.1)
ou f € L*(0,1). La formulation variationnelle de (10.3.1) est
Trouver u € H'(0,1) telle que :
(10.3.2)

1 1
Yove HY(0,1), / u' v 4 uv da::/ fvdr+ pBo(l) —av(0).
0 0
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Avec les notations de la section précédente, le probleme approché est alors

Trouver u;, € V}, telle que :

1 1 (10.3.3)
Voo €V, / ujp, vy, + up vy, do :/ fon dz + Boy(1) — avy(0),
0 0
qui est équivalent a
Trouver uy(xg), ..., up(zn+1) € R tels que :
N+1 1 1
=0
On remarque que 'on a
1 sii=N+1,
9i(1) = ¢ilan1) = { 0 sinon,
et
1 sie=0,
9i(0) = ¢i(x0) = { 0 sinon.
Alors, on définit b, € RY*2 par :
/i“fqbidx sil<i<N,
Ti1
(bp)i = /lfgbodx—oz sit =0,
0
IN+1 . .
/ fonpidr+p sii=N+1.
TN
Ainsi, si on pose Uy, := (up(xg), ..., un(zny1))? € RY*2 on obtient que U, est solution

de K,U,, = by, ot la matrice de rigidité K, € RWVH2x(N+2) gt définie par
1

Ky = (/ O B + ¢i dm)
0

Exercice 10.3.1. En reprenant les calculs de la section précédente, calculer explicite-
ment /Cj,.

0<i,j<N+1

Remarque 10.3.2.

1. Le théoréme de convergence de la méthode Py reste vrai pour la condition de Neu-
mann.

2. Si l'on considere un probleme plus général du type

{ —(w(x)u'(z)) +c(z)u = f(x) dans |0, 1],
u'(0) =a, u(1)=4,

I’approximation par la méthode P, aboutit encore a un systeme KU, = b,. Mais, dans
ce cas, K, est donnée par

K= ([ v() 60)65(0) + e(2) () 05(2) )

Pour calculer K, on peut avoir besoin d’utiliser des formules de quadrature.

0<i,j<N+1
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10.4 Meéthode des éléments finis Py

On termine ce chapitre par un second exemple de méthode P, (en dimension d = 2
ou 3, on traitera le cas général). Les espaces d’approximation considérés sont

Vi i= {0 €C(0,1) | 0, 1] €P5, ¥V 5 =0,...,N}, (10.4.1)

et
Von = {v €V |v(0) =v(1) =0} (10.4.2)

Comme dans le cas de la méthode Py, il faut déterminer une base de V}, et un opérateur
d’interpolation.

Dans la méthode des éléments finis Py, toute fonction v de Vj, était linéaire sur [z}, z,41],
il suffisait donc de connaitre les valeurs de v en x; et x;4; pour déterminer v sur [z;, ;1]
Pour la méthode des éléments finis Py, il est nécessaire de connaitre les valeurs de v en
trois points de [z}, x;41]. Pour cela, on définit le point milieu :

x’j+1/232$j+ VJ:O,,N

57
Par analogie avec la méthode [P, on va prendre pour fonctions de base les fonctions 1);
et ¥;1/2 appartenant a Vj, telles que

Vi(x) =06i; et yrpe(Tivie) = 0y

Remarque 10.4.1. Ce choix de fonctions de base qui est analogue a celui fait pour la
méthode P; n’est pas unique. On parle d’éléments de Lagrange pour le choix d'une
base telle que 1y (z;) = Oy D’autres choix sont possibles tels que les éléments de Hermite,
ou on considere en plus les valeurs de la fonction dérivée (voir [1] page 172).

On peut montrer que les fonctions v; et 1,1/, sont données par

@) =o(T) en0< SNt

x fx (10.4.3)
Yiz12(x) = (hﬁm) ou0<j<N,
avec
(14+2)(1+2z) si —1<z<0,
plx) == ¢ (I1—2)(1—22) si0<z<1, (10.4.4)
0 sinon,
et ,
1—42®)(1+22) siz] <=,
P(z) = ( ) ) sl <y (10.4.5)

0 sinon.

Comme dans le cas des éléments finis IP;, on obtient le résultat suivant :
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Y

T 1 1 T 1
Tj1  Tjoi2 Tj o Tjyie o Til

FIGURE 10.2 — Graphes des fonctions 1; et ;11,9

Proposition 10.4.2. L’espace Vj, défini par (10.4.1) est un sous-espace de H*(0,1) de
dimension 2N + 3 et pour toute v, € Vi, on a

N+1 N

v, = Z Uh(l'j)@/Jj + th(mj-&-l/Q)wj-i-l/Q
j=0 J=0
2N+2

= Z Uh(%‘/z)l/}j/Q-
§=0

De méme, lespace Vi, défini par (10.4.2) est un sous-espace de H}(0,1) de dimen-
ston 2N + 1 et pour toute v, € Vo, on a

N N
o =3 0@+ D vn(Tjh12) Ui
j=1 J=0

2N+1

= > on(2)52

Jj=1

De méme que pour la méthode des éléments finis Py, on en déduit la définition suivante
d’opérateur d’interpolation :

Définition 10.4.3. L’opérateur d’interpolation P, est 'application r;, définie de H'(0, 1)

dans V}, par :
2IN+2

Vove HY(0,1), o =Y op(@j2) )0

=0
ot les fonctions v; sont données par (10.4.3)-(10.4.4)-(10.4.5).
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Le probléeme approché par la méthode des éléments finis Py du probléeme de Diri-
chlet (10.0.2) est
Trouver u;, € Vi, telle que :

1 1 (10.4.6)
Y vy, € Von, / uy, vy, dx:/ fop, dx,
0 0
qui est équivalent a
Trouver up(zj2) €R, j=1,...,2N + 1 tels que :
ON+1 1 1
Vi=1,..2N+1, S uh(xj)/o PRI dx:/o Fbiya da.
=1
On pose Uy, := (up(z1/2), un(@1), - . ., un(xn), un(zn41/2))" € R*FL Alors, U, est solution

de IC, Uy, = by, ot K, € RENFUXEN+HD) ot p, e R2V+! gont donnés par

1 1
Ky = (/ Wt d:zc) ot by = (/ S s da:) .
0 1<i,j<2N+1 0 1<i<2N+1

Exercice 10.4.4. Vérifier que 'on a

16/3 —8/3 0
—8/3 14/3 -8/3 1/3 0
0 -8/3 16/3 —8/3 0

0 1/3 —?/3 14/3 -8/3 1/3 0 (10.4.7)

| =

0 -8/3 16/3 —8/3 0
0 1/3 -8/3 14/3 —8/3
0 0 0 —8/3 16/3

En adaptant les arguments de la méthode Py, on peut montrer le résultat de conver-
gence suivant :

Théoréme 10.4.5 (Convergence de la méthode Py). Soitu € H}(0,1) la solution de (10.0.2)
et up, € Vi, la solution de (10.4.6). Alors, on a

Autrement dit, la méthode des éléments finis Py converge. De plus, si u € H?>(0,1) alors
il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que

HU — Uh‘ |H1(0,1) § C h2 ‘ ’UIH‘ ‘LQ(O,I)' (1049)
On dit que la convergence est quadratique.

Remarque 10.4.6. D’apres le théoreme de convergence, on voit que 'avantage de la
méthode P, est une accélération de la convergence (quadratique au lieu de linéaire) lorsque
la solution est réguliere (u € H3(0,1)). Le désavantage est que le systéme KU}, = by, est
plus couteux a résoudre car la matrice K, n’est plus tridiagonale mais pentadiagonale.
En particulier, on remarque que si v ¢ H?(0,1), il n’y a aucun intérét a employer la
méthode P,.
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Chapitre 11

Méthode des éléments finis en
dimension d > 2

11.1 Maillages triangulaires

En dimension 2 (resp. dimension 3) une triangulation d’un domaine €2 est une sub-
division de €2 en triangles (resp. tétraedre). Dans ce cas, le maillage ne peut remplir
entierement €2 que si  est une réunion finie de polyedres, on dit que €2 est polyédrique.
On donnera a la fin de ce chapitre une rapide description de la méthode lorsque le do-
maine () n’est pas polyédrique.

Dans la suite, on supposera toujours que 2 est un domaine polyédrique de R?, d = 2, 3.
Afin d’énoncer les résultats en dimension quelconque d = 2 ou 3, on introduit la notion
de d-simplexe non dégénéré qui correspond a un triangle en dimension 2 et a un tétraedre
en dimension 3 (non dégénérés au sens non vides).

Définition 11.1.1. Soient d + 1 points a; := (a;;)%;, 1 < j < d+ 1, non situés dans un
méme hyperplan de R?, c’est a dire tels que la matrice d’ordre d + 1

app a2 ... ... QA1d+1
ag1 Q22 ... ... (A24+1
A= |0 (11.1.1)
QAq1 Qg2 ... ... Qdd+1
1 | 1

est inversible. On appelle d-simplexe non dégénéré K de sommets (a;)1<j<q+1 l'enveloppe
convexe des points a;, 1 < j < d+ 1.

Définition 11.1.2. Une triangulation admissible de Q est une famille 7y, := {K; }1<;<n
constituée de d-simplexes non dégénérés tels que
1. K; CQet Q=UY K;,

2. l'intersection K; N K est soit vide, soit un m-simplexe, avec 0 < m < d — 1, dont
les sommets sont des sommets de K; et K
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Le parametre h est défini par

h = 1r£1.a<>1(\[diam([(i), ou diam(K;) = sup{|lz —y|| z,y € K},
ou | - | désigne la norme euclidienne. Les sommets ou nceuds de la triangulation 7}, sont
les sommets des d-simplexes K.

Remarque 11.1.3. Précisons la signification du deuxiéme point de la définition dans les
casd=2etd=3:
1. En dimension 2, 2. signifie que l'intersection de deux triangles non égaux est soit
vide, soit réduite a un sommet commun, soit une aréte commune entiere.

2. En dimension 3, 2. signifie que l'intersection de deux tétraedres non égaux est soit
vide, soit réduite a un sommet commun, soit une aréte commune entiere, soit une
face commune entiere.

FIGURE 11.1 — Exemples de maillages non admissible a gauche et admissible a droite, en
dimension 2

Définition 11.1.4. Soient K un d-simplexe non dégénéré de R? de sommets (a;)1<j<dr1
et x € R Alors, z est caractérisé par ses coordonnées barycentriques /\JK (z) € R,
oul <j<d+1, par rapport a K, définies comme solutions du systeme linéaire

dt1 d+1
YoAF@) =1 et =) N(x)a, (11.1.2)
j=1 =1

Remarque 11.1.5. Le systéme défini par (11.1.2) s’écrit encore AN = X, ot A € R4+!
a pour coefficients les A (z), X = (1,z1,...,24)" € R™! et A est donnée par (11.1.1).
L’inversibilité de A assure 'existence et l'unicité de A\ donc des coordonnées barycen-
triques Af(z).

Les coordonnées barycentriques permettent de donner une caractérisation simple du
d-simplexe K :

K={zecR'|0< () <1, Vi=1,...,d+1}. (11.1.3)

De plus, on remarque 'on a AX (a;) = §;;.
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Définition 11.1.6. Soit K un d-simplexe non dégénéré de R? de coordonnées barycen-
triques associées )\JK e R,oul<j<d+1. On appelle treillis d’ordre k£ € N* de K
I’ensemble

1 1
N = {:BGK’)\j(x)G{O,k,...,kk,1}, Vj:L...,d—l}. (11.1.4)

Remarque 11.1.7. La définition de treillis permet de définir ’équivalent en dimen-
sion d > 1 de la notion de point milieu d’un intervalle. Comme vu dans le cas de la di-
mension 1, celle-ci sera nécessaire dans I’étude la méthode des éléments finis P, pour k& > 1.
On peut aussi définir Xy comme étant le singleton réduit au barycentre de K.

Exemple 11.1.8.

1. Pour k=1,0na
2= {re KN e (0.1}, Vi=1d-1),

donc X1 est composé des sommets de K.

2. Pour k = 2, ¥, est 'ensemble des sommets et des points milieux (i.e. les centres des
arétes).

F1GURE 11.2 — Treillis d’ordre 2 pour un triangle a gauche et pour un tétraedre a droite

Notation 11.1.9. On note P;, I'espace des polynomes a coefficients réels de R? de degré
inférieur ou égal a k, 7.e. tout polynome p de Py est de la forme

d _ i id
VzeR? p)= > Qg T T (11.1.5)
i1>0,...,ig>0
i1+ +ig<k
ou o, ., €R.

Remarque 11.1.10. On peut montrer que l'on a

Card (X)) = dim(Py).
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Lemme 11.1.11 (admis, voir [1] page 177). Soient K un d-simpleze non dégénéré de R?
et, pour k € N*, ¥y le treillis d’ordre k de K. On désigne par (0j)i1<j<n, les points
de Y. Alors, tout polynome de Py est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux
points (0)1<j<n,. Plus précisément, il existe une base (¢;)1<j<n, de Py telle que

V(o) = 6;; pour tout 1 <i,j < Nj. (11.1.6)

Dans la suite, ce lemme a essentiellement deux applications importantes. Tout d’abord,
celui-ci permettra de construire une base de ’espace d’approximation. Ensuite, celui-ci
permet de montrer le résultat suivant :

Lemme 11.1.12. Soient K et K' deuz d-simplezes non dégénérés de R® ayant une face
commune I' :== 0K NOK'. Soit un entier k > 1. Alors, leurs treillis d’ordre k, 3 et X},
coincident sur cette face I'. De plus, étant donné px et pgr deux polynomes de Py, la
fonction v définie par
| pr(x) sizeK,

v(z) = { pr(x) sixe K,
est continue sur K U K’ si et seulement si les valeurs de py et pgr coincident aux points
des treillis sur la face commune T'.

Remarque 11.1.13. Soit {oy,...,0n} = ' N 3;. On note (Ql}jK)lgjgNk la base de P
K/

associée a K et (¥;' )1<j<n, celle associée a K', définies par (11.1.6). Pour j € {1,..., N}
fixé, si on définit px et pgs par

pK:%K et pK/:%K,

alors la fonction v du Lemme 11.1.12 est continue sur KUK’ puisque pour tout ¢ € {1,..., N},
on a pk(0;) = 0;; = prr(04).

Démonstration. Siv est continue sur K U K’ alors pxg = pg+ sur I'. Réciproquement, sup-
posons que px et pgs coincident aux points des treillis sur I'. D’apres le Lemme 11.1.11, px
et pxr sont uniquement déterminés sur I' par leurs valeurs sur > N I' donc, si celles-ci
coincident, on a nécessairement pyx = pg+ sur I' donc v est continue sur K U K. O

11.2 Eléments finis P; en dimension d > 2

Dans toute la suite €2 est un domaine polyédrique. On donne tout d’abord la définition
des espaces d’approximation de H'(Q) et H} () associés a une triangulation 7;, de €.

Définition 11.2.1. Soit 7, une triangulation de €.

1. La méthode des éléments finis triangulaire de Lagrange d’ordre k € N*
est définie comme étant la méthode pour laquelle Pespace H'(Q) est approché par
I’espace

Vi = {velQ)|vk Py, VKeT,} (11.2.1)

2. Les noeuds de degrés de liberté sont les points 0;, 1 < i < Ny, des treillis
d’ordre k£ de chaque K de 7T,. Le nombre de degrés de liberté Ny ne compte qu’une
fois les points communs de deux treillis.
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3. Les degrés de liberté d’une fonction v € Vj, sont les la valeurs v(o;) de v aux
points ;.

4. Lespace H} () est approché par I'espace
Von = {v eV, |v=0sur 00}. (11.2.2)

Notation 11.2.2. Dans la suite, on note Np,.q le nombre de noeuds de degrés de liberté
appartenant a 02 et N := Ny — Nporq. De plus, on suppose les nceuds o;, 1 < i < Ny,
rangés de sorte que les o;, pour ¢ = 1,..., N, sont des points intérieurs de €2 tandis que
les o; pour i = N + 1,..., Ny, sont sur 0.

Proposition 11.2.3. L’espace Vj, défini par (11.2.1) est un sous-espace de H'(Q) de
dimension finie Ng. De plus, il existe une base (¢;)1<i<n,, de Vi définie par

¢i(0j) = 05 pour tout 1 < 4,5 < Ny, (11.2.3)

ot les o sont les neeuds de degrés de liberté, et pour toute v € Vi, on a

v = iv(ai) bi- (11.2.4)

=1

De méme, lespace Vi, défini par (11.2.2) est un sous-espace de H}(Q2) de dimension
finie N = Ng — Nypora, 0t Nporg est le nombre neeuds sur 0S2. De plus, pour toute v € Vi,

on a
N

v="> v(o;) ¢i. (11.2.5)

=1

Remarque 11.2.4. L’égalité (11.2.5) est une conséquence directe de ’égalité (11.2.4) et
de la Notation 11.2.2.

Démonstration. Soit v, € Vj,. Comme vy, est continue sur Q borné, v, € L*(Q). Ainsi, pour
montrer que v, € H(Q), il suffit de montrer que, pour tout i = 1,...,d, d,,v5 € L*(Q).
Soient i € {1,...,d} et ¢ € C°(2). On a

@uvnsit) == [ngZ do=— ¥ [

KeTy,

Puisque vy, € Vj,, v € Py pour tout K € Ty, d’apres la formule de Green on en déduit

0
(D, vn, @) Z/ g;lf Z/ ok VK da, (11.2.6)

KeTy, KeTy
o vE = (v .. vE)T est la normale extérieure unitaire de K. Or, si K,,, K,, € Ty,
sont tels que I' := 9K, N 0K, est une face commune alors v%» = —p&m sur I'. Ainsi,

comme vy, et ¢ sont continues dans €2, on obtient

/ Uh|K()0VZ-K" d$+/ Uh‘K(pl/iKm dz = 0.
OKp 0Km
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On en déduit que la somme des intégrales de bord de (11.2.6) se réduit a une intégrale
sur le bord de © qui s’annule car ¢ € C2°(2). Finalement, on a

0
s = [

KeTy

d’'ott O, v = Y ke, On, 00 € L*(Q), donc v, € H'(Q2).

Le Lemme 11.1.12 et la Remarque 11.1.13 montrent que les éléments de V}, sont obtenus
localement sur chaque K € 7T, par des polyndmes qui coincident sur les degrés de liberté
des faces. La base de Vj, est obtenue en assemblant les bases (¢f);<j<n, définies dans

J
le Lemme 11.1.11 de chaque K € T, (voir I'exemple ci-dessous sur ’assemblage des wJK ).

]

Exemple 11.2.5. On se place en dimension 2, on prend un maillage simple 7 = { K7, K},
ou K et Ky ont une aréte commune et on considere le cas k = 2. Alors, les treillis de K
et Ky sont formés de 6 points et ont 3 points en commun, il y a donc 2 %6 —3 = 9
noeuds de degré de liberté. Soient o1, ..., 09 les nceuds du maillage répartis dans le sens
trigonométrique (voir figure 11.3). Les nceuds communs a K et Ky sont alors oy, 03
et og9. On note {¢§}je]i la base de Py associée a K;, avec J; = {1,3,4,5,8,9} et Jo =
{1,2,3,6,7,9}. On va assembler les fonctions 1/);'- pour obtenir la base {¢y }1<k<g de V}, de

g
(o5 2
g1

05

o7

04
08
03

FI1GURE 11.3 — Représentation des triangles K;, K5 et des treillis d’ordre 2 associés.

la facon suivante :
Si k € {1,3,9}, on pose :

b = { i dans K,

2
i dans K.
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Sik e {4,5,8} C Jy, on pose :

by = i dans K,
F71 0 dans K.

Enfin si k € {2,6,7} C J3, on pose :

& = 0 dans K,
7 ¢} dans K.

D’apres la Remarque 11.1.13, les fonctions ¢, sont bien continues sur K; U Ks.
Considérons maintenant la formulation variationnelle du probleme de Dirichlet homo-
gene sur {2 :
Trouver u € Hy (1) telle que

1 (11.2.7)
Vove Hy(Q), /QVu-Vv dxz/ﬂfv dz.
ou f € L*(Q). On approche (11.2.7) par la formulation variationnelle
Trouver up(01),...,us(on) € R tels que
(11.2.8)

‘ N
Vi=1,... N, ;uh(aj)/gwi-wj da::/gfqﬁi dz,

ou les o; sont les nceuds de degrés de liberté intérieurs (i.e. non sur le bord 9€2), N est le
nombre de noeuds intérieurs et ¢; est donnée par (11.2.3).

En posant Uy, := (up(01),...,up(oy))? € RN, la formulation variationnelle (11.2.8)
s’écrit encore KUy, = by, avec K, € RV*N et b, € RY donnés par

K, = (/ Vo, - Vo, dm) , (11.2.9)
Q 1<i,j<N

t
e by = (/Qf@- dx)lgig]v' (11.2.10)

Dans la section suivante, on verra comment calculer explicitement la matrice de rigi-
dité ICj, et le second membre b;,. On termine tout d’abord cette section par une étude de
la convergence de la méthode P.

Définition 11.2.6. Pour tout d-simplexe non dégénéré K de R%, on note

diam(K) := max |z —y| et p(K) := sup (2r),
ryeK B.CK

en particulier la rondeur p(K') désigne le diametre du plus grand disque contenu dans K.
Soit (7Tx)n>0 une suite de maillages admissibles de Q. On dit qu'il s’agit d’une suite de
maillages réguliers si :

1. la suite h := maxge7, diam(K) tend vers 0,
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2. il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout h > 0 et tout K € T, on a
diam(K)
p(K)
Remarque 11.2.7. La condition (11.2.11) signifie que les angles des d-simplexes K de T,
ne sont pas trop aplatis.
Définition 11.2.8. On définit rj, 'opérateur d’interpolation P, de C'() dans V}, par :

Na

o= Y v(o;) ¢y, (11.2.12)

j=1

(11.2.11)

ol Ny est le nombre de degrés de liberté et les ¢; sont les fonctions de base de V}, données
par la Proposition 11.2.3.

Proposition 11.2.9 (Interpolation Py). Soit (T,), une suite de maillages réguliers de €.
On suppose k + 1 > %. Alors, pour toute v € H*(Q), Uinterpolée ryv est bien définie et
il existe ¢ > 0, indépendante de h et v, telle que

HU — ThUHHl(Q) S Chk ||'U||Hk+1(Q). (11.2.13)

Remarque 11.2.10. Si k+1 > &, alors H*"(Q) C C(2) donc les fonctions de H**1(Q)
sont bien définies en tout point de et 7,v est bien définie.

Démonstration. La démonstration donnée ici a essentiellement pour but de justifier la né-
cessité de considérer des maillages réguliers et, en particulier, la majoration uniforme (11.2.11).
On admettra le résultat technique donné plus bas (voir [1] et [12]) et essentiel pour la
suite. On définit tout d’abord un opérateur d’interpolation local sur chaque d-simplexe
du maillage. Soient K un d-simplexe, k € N* et X, le treillis d’ordre £ de K. On définit
I'opérateur d’interpolation rg, pour toute fonction continue v, par

rgv = peP, ou p(x)=v(x), Vel (11.2.14)

Lemme 11.2.11 (admis, voir [12]). On suppose que k +1 > d/2 et que diam(K) < 1.
Alors, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de K telle que, pour toute v € H*1(K),

on a
(diam(K))k+1
= 1y K¢ —m———20 1 11.2.15
[[v —rxv||H (K) S ¢C o(K) || g+ (K)> ( )

oU | - | i1y est la semi-norme sur H*(K) définie par
\Uﬁqu(K) = HUH%MH(K) - HUH?{’C(K)'
Si v € H*1(Q), son interpolée r,v restreinte au d-simplexe K est 7v. On en déduit

v — rhv||§{1(9) = Z v — TKUH?{l(K)'
KET,,

Pour h > 0 suffisamment petit, on peut supposer diam(K) < 1 pour tout K € T. Alors,
d’apres le Lemme 11.2.11 et la majoration (11.2.11), on obtient

v = a0l [i ) < ¢h® 37 [olhmn e < e |vl|fr g,
KeTs

d’ou le résultat. O
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Théoréme 11.2.12. Soit (T,)n~0 une suite de maillages réguliers de ). Soient u € Hy ()
la solution de (11.2.7) et uj, € Vop, la solution de (11.2.8). Alors, la méthode des éléments
finis Py converge :

,lgr(l)Hu—uhHHl(Q) = 0. (11.2.16)

De plus, siu € H*(Q) et si k+1> 2 alors il existe ¢ > 0 telle que

Démonstration. On applique le Theoreme 9.2.2 avec V = C’SO(Q) qui est dense dans Hj(€2).
Comme C>®(Q2) C H*'(Q), 'estimation (11.2.13) entraine que les hypothéses du Théo-
réme 9.2.2 sont vérifiées, ce qui donne (11.2.16).

L’estimation d’erreur (11.2.17) s’obtient a partir du Lemme de Céa

llu —up||lm) < ¢ inf ||u—vallm) < cllu—rpulla @
vhE€Von

En appliquant ensuite Iestimation (11.2.13), on obtient le résultat. O

11.3 Calcul du second membre et assemblage de la
matrice de rigidité

Dans cette section, on présente sur ’exemple du probleme de Dirichlet homogene, le
calcul pratique des coefficients du systeme matriciel obtenu par la méthode des éléments
finis IP; en dimension d > 2.

11.3.1 Calcul du second membre

D’apres (11.2. 10) le second membre est le vecteur b, € RY de coefficients

/qu, dr =3 / féide, Vi=1,... N,
KeTh
ot f € L*(Q) est le terme source et les ¢; sont les fonctions de base de V},. Comme dans
le cas 1d, by se calcule par des formules de quadratures sur chaque K € 7T,. On donne

ci-dessous ’équivalent des formules en dimension 1 du point milieu et du trapeze.
d+1

Soit K un d-simplexe de sommets a;, i = 1,...,d + 1. On note ag := (1 +d)~ Z a;

le barycentre de K. Alors, pour toute fonction v intégrable, on a

/KW) d =~ | K| d(ap), (11.3.1)
et
/K@/)(x) dz d’[ﬂ Z¢ (11.3.2)

Ces deux formules sont exactes pour ¢ € P;. En partlcuher, on peut montrer alors qu’elles
sont approchées a l'ordre 2 en h pour des fonctions régulieres.

Remarque 11.3.1. On peut montrer que le résultat de convergence reste vrai en rempla-
cant le second membre by, par son approximation via une formule de quadrature (voir [12]).



112 CHAPITRE 11 : Méthode des éléments finis en dimension d > 2

11.3.2 Assemblage de la matrice de rigidité

D’apres (11.2.9), la matrice de rigidité I, € RV*YN a pour coefficients

(Kn)ij = /de)i-V@ de, Vi,j=1,...,N.

Pour calculer ces coefficients, il est nécessaire de pouvoir déterminer les fonctions de
base ¢;. Celles-ci dépendant du maillage considéré. Ci-dessous, on étudie un cas simple.
On suppose  := [—1,1]? et T}, le maillage donné dans la figure 11.4, ot les numéros sont
ceux des noeuds du maillages (par exemple oy := (—1,1) et o7 := (0,—1)).

1 ) 2
K,
KQ 9
8 6
4 7 3

FIGURE 11.4 — Maillage de [—1, 1]? avec numérotation des noeuds.

En utilisant les propriétés de symétrie on va voir que le calcul de K se ramene sim-
plement au calcul de quelques coefficients. Considérons d’abord les termes diagonaux.
Si7 # 9, le nceud o; n'est commun qu’a deux mailles et V¢; est constant sur ces deux
mailles. De plus, on a

¢1($vy) = ¢2(_Ivy) = ¢3(_$7 _y) = ¢4($’ _y)a
dont on déduit
()1 = (Kr)22 = (Kp)sz = (ICp)a.
Déterminons (Kp,)q11. Comme sup(¢;) C K7 U Ky, on a

(K)ua = /K V|2 dx+/K2 V|2 do

Sur K1, ¢1 € Py, ¢1(—1,1) =1, ¢1(0,1) = 0 et ¢1(0,0) = 0 donc ¢(x,y) = —z. Sur Ko,
on obtient de méme ¢y (x,y) = y. Alors, on a (Kp)11 = |K;q| + | K| = 1.

De méme, on montre facilement que (KCp,)s5 = (KCp)7r = 2 et (Kp)es = (Kp)ss = 2. Pour
le dernier coefficient de la diagonale, on remarque que le calcul se ramene simplement a
un calcul sur K7 U K. En effet, on a

(Kn)go = Z:/K Véo|? die = 4 (/K IV bo? da:+/K2 |V by |2 d:c) .



11.4 Remarques sur le cas ) non polyédrique 113

En procédant comme pour le calcul de ¢;, on obtient alors (Kj)g9 = 4.
I reste a calculer les termes non diagonaux. Comme supp(¢;) C K; U Ky, on a

(Kin)iz = (Kr)1s = (Kp)1a = (Kr)1s = (Kp)17 = 0. De plus,
(Kihis = [ Von- V65 du= 3 (Vo Vo),
Ky

puisque V¢, et Vs sont constants sur Ky. Sur Ky, ¢5(x,y) = a+ Bxr+yy et ¢5(0,0) = 0,
¢5(0,1) = 1 et ¢5(—1,1) = 0 d'out ¢5(x,y) = x + y. On en déduit (Kp)15 = —1/2. De
méme, on obtient (Kp)1s = 1/2 et (Kp)19 = 0. Le seul terme restant a calculer est (KCp,)s9
et, comme précédemment, on obtient (Kj)s0 = —1. En utilisant les propriétés de symétrie,
on en déduit les autres coefficients de IC;. Finalement, on obtient

1 0 0 0 —1/2 0 0 —1/2 0

0 1 0 0 —1/2 —-1/2 0 0 0

0 0 1 0 0 -1/2 -1/2 0 0

0 0 0 1 0 0 -1/2 —-1/2 0

Kn=| —-1/2 =1/2 0 0 2 0 0 0 -1
0 -1/2 —1/2 0 0 2 0 0 -1

0 0 —1/2 —=1/2 0 0 2 0 -1

~1/2 0 0 -1/2 0 0 0 2 -1

0 0 0 o -1 -1 -1 -1 4

Exercice 11.3.2. Calculer la matrice de rigidité K, dans le cas du maillage de la fi-
gure 11.5.

1 2 3
5

4 6

7 3 9

FIGURE 11.5 — Autre maillage de [—1,1]? avec numérotation des nceuds.

11.4 Remarques sur le cas () non polyédrique

Si €2 n’est pas polyédrique, alors on approche €2 par un ouvert polyédrique €2, dont
les sommets sont sur la frontiere de ). Ensuite, on maille €2, par une triangulation 7j,.
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L’ouvert €2, peut, par exemple, étre choisi tel qu’il existe une constante ¢ > 0 vérifiant
dist (09, 090,) < ch?.

On obtient alors, sous de bonnes conditions (voir [12]), le méme résultat de convergence
pour la méthode P;. Pour la méthode P, avec k > 2, la convergence de la solution
approchée vers la solution exacte est d’ordre moins élevé que dans le cas d’une ouvert {2
polyédrique.

Pour obtenir une convergence plus rapide, i.e. d’ordre plus élevé, on peut faire appel a
des éléments finis isoparamétriques. Il s’agit de mailler la partie de €2 pres du bord par des
mailles a bords courbes obtenus par déformation de d-simplexes. Pour des compléments
sur ces différents points, on renvoie a [12].

11.5 Maillages rectangulaires

On termine ce chapitre par une rapide présentation du cas d’'un maillage de €2 par
des rectangles. Dans cette section on suppose 'ouvert €2 rectangulaire. On définit un
d-rectangle K de R? comme étant le pavé (non dégénéré) I, [I;, L;] ot 0 < I; < L; < +00.
On note (a;)i<j<oe les sommets de K.

Définition 11.5.1. Un maillage rectangulaire de (2 est un ensemble 7}, de d-rectangles
(non dégénérés) (K;)i1<i<n qui vérifient
1. K,L C ﬁ et ﬁ = U?:lKi;
2. l'intersection K;NK; de deux d-rectangles distincts est m-rectangle, avec 0 < m < d — 1,
dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et K.

Le parametre h est défini par

h = max diam(K;), ou diam(K;) := sup{|z —y| | =,y € K},
ou | -| désigne la norme euclidienne. Les sommets (ou nceuds) du maillage 7, sont les
sommets des d-rectangles Kj.

Notation 11.5.2. On note Q;, I’espace des polyndmes a coefficients réels de R¢ de degré
inférieur ou égal a k par rapport a chaque variable, i.e. tout polynome p de Q. est de la
forme

VoeRY plx)= > yay T T (11.5.1)

0<i1 <k,...,0<ig<k

ou Qg € R.

Définition 11.5.3. Soit K un d-rectangle non dégénéré de R?. On appelle treillis
d’ordre k € N* de K ’ensemble

r;— 1 1 k—1
Y = K| =2 -, —1 =1,....dy. 11.5.2
k {I’e ’L]_l]€{7k7 ) L ) },VJ ) 9 } ( )
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Définition 11.5.4. Soit 7, un maillage rectangulaire de 2. La méthode des éléments
finis Q; est définie comme étant la méthode pour laquelle espace H'(Q) est approché
par l'espace

Vi = {veC@) |vxkeQ, VK eT) (11.5.3)

Avec ses définitions, on obtient les mémes résultats que dans le cas des maillages
triangulaires.
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Chapitre 12

Théorie spectrale : analyse théorique
et numérique

Ce chapitre rappelle certains résultats de théorie spectrale (voir le cours de mas-
ter 1, [11]) et servira de transition entre problemes stationnaires et problémes instation-
naires. On donne tout d’abord deux exemples précisant comment la théorie spectrale
intervient dans la résolution de problemes instationnaires.

Exemple 12.0.5. (Systeme différentiel en dimension finie) Considérons le probléme sui-
vant : trouver u € C1(R;R?) solution de
Ay —

u(0) = up,
ot A € R et ug € RY sont fixés. Si A est symétrique définie positive, on sait que le pro-
bléme (12.0.1) admet une unique solution u € C*(R, ; RY). Plus précisément, soient \y, ..., \g
les valeurs propres de A (qui est diagonalisable puisque symétrique définie positive)
et v1,...,vq une base de vecteurs propres associés. Alors, on a

d d
Uy = Z uf v, et u(t) = Z u) e Mg
k=1 k=1

Autrement dit, la résolution du probléme d’évolution (12.0.1) passe par la diagonalisation
de la matrice A.

Exemple 12.0.6. (Equation de la chaleur) On rappelle que I’équation de la chaleur est
donnée (sans condition initiale ni condition aux limites) par : du — Au = 0 ou t € Rf
et € (). Comparant avec le probleme (12.0.1), on peut voir que l'on a “échangé” la
matrice A par 'opérateur —A. Autrement dit, on est passé d’un probleme en dimension
finie (A représente une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie) a un
probléme en dimension infinie (—A est une application linéaire en dimension infinie). Par
analogie avec le probleme (12.0.1), on détermine une solution de I’équation de la chaleur
en diagonalisant 'opérateur —A.

On peut retrouver ce raisonnement en cherchant une solution de 1’équation de la
chaleur & variables séparables. Supposons donc u(t,xz) = ¢(t)v(x). Alors, on obtient

¢'(t)v(x) — ¢(t) Av(z) = 0,
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d’ou

¢'(t) _ Av(z)

o(t)  v(z)
Dans 1’égalité précédente, le terme de gauche ne dépend que de la variable ¢ et celui de
droite ne dépend que de la variable x donc les deux sont constants. On en déduit

§(t) _ Av(a)
o) ~ o)

:—)\’

ou A € R. Finalement, on obtient
p(t) =ce™ et —Av=A\v,

donc A est une valeur propre de A.

12.1 Rappels

Dans cette section, on rappelle (sans démonstrations) les résultats de théorie spectrale
pour les opérateurs auto-adjoints compacts et on renvoie a [11] pour plus de détails. Dans
toute la suite, (V, (+,-)y) est un espace de Hilbert réel.

Définition 12.1.1. Soit T' € L(V).

1. Un réel A € R est appelé valeur propre de T s’il existe u € V non nul tel que
Au = Au. On dit que u est un vecteur propre de T' associé a la valeur propre .

2. On appelle adjoint de T 'unique T* € L(V) tel que
(Tx>y)v - (x7T*y)V7 Vx,y evV.

De plus, on dit que 7" est auto-adjoint si 7' = T™.
3. On dit que T est défini positif si

(Tx,x)y >0, VazeV\{0}

On rappelle aussi la notion d’opérateur compact.

Définition 12.1.2. Soient £, F' deux espaces de Banach sur K :=RouCet T € L(E, F).
On dit que T est compact si 'image par T' de la boule unité fermée de E est relativement
compacte dans F'. On note IC(F, F) 'espace des opérateurs compacts de E dans F.

Remarque 12.1.3.

1. On rappelle qu’'une partie K de F' est relativement compacte si son adhérence
est compacte dans F. Autrement dit, K est relativement compacte dans F' si et
seulement si de toute suite de K on peut en extraire une sous-suite convergente
dans F'.

2. Le théoreme de Riesz affirme que la boule unité d’un espace vectoriel normé F est
relativement compacte si et seulement si £ est de dimension finie. On en déduit en
particulier que l'opérateur identité sur F est un opérateur compact si et seulement
si E est de dimension finie.
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Théoréme 12.1.4 (Théoreme spectral des opérateurs auto-ajoints compacts). Soient (V (-

un espace de Hilbert réel de dimension infinie et T € K(V') défini positif et auto-adjoint.
Alors, les valeurs propres de T’ forment une suite (A\)r>1 de RY qui tend vers 0 et il existe
une base hilbertienne (uy)r>1 de V' formée de vecteur propres, i.e. qui vérifient

u, €V et Tup=MAug, Vk>1.

Remarque 12.1.5. On rappelle qu'une base hilbertienne (e,,),>; de V' est une famille
dénombrable orthonormale de V' engendrant un sous-espace vectoriel dense dans V. De
plus, si (ug)g>1 est une base hilbertienne de V', on a alors

v="> (wourvu et [P =Y [(v,u)v]?, VveW

k>1 k>1

12.2 Application au cadre variationnel

On va appliquer le théoreme spectral des opérateurs compact au cadre variationnel.
Soient (V. (+,)v) et (H,(-,-)g) deux espaces de Hilbert réels tels que

(12.2.1)

V' C H avec injection compacte,
V est dense dans H.

Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. On considere le
) )
probleme spectral variationnel suivant :

Trouver A€ Ret uw e V \ {0} tels que
{ MO} telsa (12.2.2)

a(u,v) = A(u,v)g, YveV.

Définition 12.2.1. Si A € Ret u € V'\ {0} vérifient (12.2.2), on dit que A est une valeur
propre de la formulation variationnelle (12.2.2) et que u est un vecteur propre associé.

Théoréme 12.2.2. Les valeurs propres de (12.2.2) forment une suite croissante (A)g>1
de réels positifs et il existe une base hilbertienne de H formée de vecteur propres (ug)g>1,
1.e. qui vérifient

ur, € VA{0} et alug,v) =\ (ug,v)g, YVoveV.
De plus, (ur//Ae)rs>1 est une base hilbertienne de V- pour le produit scalaire a(-, ).

Démonstration. Pour f € H, on considere le probléme :

a(u,v) = (f,v)g, YoveV (12.2.3)

{ Trouver u € V' tel que
D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le probleme (12.2.3) admet une solution unique
u € V. On définit opérateur A de H dans V' par Af := u. Autrement dit, A est I'opé-
rateur qui a f € H associe la solution v € V' de (12.2.3). L'injection Z de V' dans H est

Y

v)



120 CHAPITRE 12 : Théorie spectrale

continue donc ||v||g < c¢||v||y pour tout v € V. En prenant v = Af comme fonction test
dans (12.2.3), on obtient

m||AfII < a(Af Af) = (f, AN < Ifllx 1ALl < cllfl]a MAfllv

On en déduit A € L(H,V). On pose T := ZA € L(H). Un produit d’opérateur est
compact sil'un des deux opérateurs est compact, or 'injection Z de V' dans H est compacte
donc T' € K(H). Soient f,g € H. En prenant v = Ag comme fonction test dans (12.2.3),
on obtient

donc T est auto-adjoint et, de plus, défini positif dans H car a(-,-) est coercive. Le
théoreme spectral appliqué a 7" entraine qu'il existe une suite décroissante (ux)r>1 de
réels positifs qui tend vers 0 et une base hilbertienne (uy)r>1 de H formée de vecteurs
propres de T', i.e.

up €V et Tup=pru, YVEk>1.

Le probleme (12.2.2) s’écrit encore
a(u,v) = A (u,v)g = Aa(Au,v), VveV.

Ce qui équivaut a a(u — A Au,v) = 0 pour tout v € V. Comme af(-,-) est un produit
scalaire sur V, on en déduit u = A Au = A\ T'u. Ainsi, les valeurs propres de (12.2.2) sont
les inverses des valeurs propres de 7' et les vecteurs propres sont les mémes. Pour £ > 1,

on pose
1 Uk

A, = — et vy = ——.

P V Ak

Il reste a vérifier que (vg)g>1 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(-, -).
Pour k,7 > 1, 0n a

a(uy, u;) (e, 5)
a(vg,v;) = =\
Y v VAV W'y

car (ug)r>1 est une base hilbertienne de H. Enfin, on a le résultat en remarquant que
I'orthogonal de (vi)r>1 dans V' est contenu dans l'orthogonal de (ug)r>1 dans H qui est
réduit a {0}. O

= (Skj7

On va appliquer le résultat précédent pour I'opérateur laplacien. La formulation faible
du probleme —Au = Au dans € avec u = 0 sur 0f) est donnée par

Trouver u € Hy(S2) tel que

/QVu-VUd:E:)\/qudm, Ve HY(Q).

On obtient bien un probléeme du type (12.2.2) avec H := L*(Q), V := H}(Q) et a(-,-) la
forme bilinéaire symétrique définie sur V' par

a(u,v) = /QVu~Vv dx
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L’injection de V dans H est compacte d’apres le théoréme de Rellich. De plus 1'es-
pace C°(Q) étant dense dans L*(Q) et H}(Q), H}(Q) est dense dans L*(2). On est
donc bien dans les conditions du Théoreme 12.2.2 et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 12.2.3. Soit Q un ouvert borné régqulier de classe C* de R?. Alors, il existe
une suite croissante (\,)i>1 de réels positifs et une base hilbertienne (ug)p>1 de L*(Q)
telle que

up € Hy(2) et — Aup = Muy,  p.p. dans Q. (12.2.4)

On termine cette section par un résultat de régularité des fonctions propres du lapla-
cien.

Proposition 12.2.4. Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C>. Alors, les fonctions
propres du laplacien vérifiant (12.2.4) appartiennent a C*(S).

Démonstration. Siug € HE(Q) vérifie (12.2.4), en particulier on a A\, up, € H'(Q). D’apreés
le théoréme de régularité elliptique, on en déduit u, € H3(2). Alors, A\ up € H3() e,
par régularité elliptique, ux € H?(2). Ainsi, par récurrence on déduit up € H™(Q), pour

tout m € N*. Enfin, puisque  est C*°, d’apres le Théoreme 7.1.5 on a u, € C*(2). O

12.3 Analyse numérique spectrale

Comme dans le cadre de la méthode des éléments finis des problemes elliptiques, on
donne tout d’abord un résultat général dans le cadre des espaces de Hilbert puis son
application pour le laplacien.

Soient (V, (+,)v), (H, (+,-)g) deux espaces de Hilbert vérifiant (12.2.1) et V}, un sous-
espace vectoriel de V' de dimension finie. Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique,
continue et coercive sur V. On considere le probleme spectral variationnel suivant :

Trouver A\, € R et u, € Vj, \ {0} tels que
{ h h n\ {0} (12.3.1)

a(uh, ’Uh) = /\h (uh,vh)H, \V/ vp € Vh.
Proposition 12.3.1. Les valeurs propres de (12.3.1) forment une suite croissante finie :
D<A < <o < )\Ndl, ot Ny = dlm(Vh),

et il existe une base de Vj,, orthonormale dans H, (ugp)i1<k<n, de vecteurs propres asso-
ciés, i.e. qui vérifient

Uk.h € Vi, et a(uh,k, Uh) = A\ (uhk,vh)H, Yo, € V).

Démonstration. Soit {¢;}iz1,. n, une base de Vj. Alors, si uj, € V3, on a

Nai

up, =Y Ulg;, owUeR, Vj=1,..., Ny
Jj=1
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Pour que le couple (An, up) soit solution de (12.3.1), il suffit qu’il vérifie (12.3.1) pour tout
v=2a;,i=1,..., Ny, et donc (12.3.1) est équivalent &

Trouver A\, € Ret U}, ..., U]'\l,dl € R tels que

Ng; Na

YUl a(éy,¢0) = D U (¢5,0i)m, Vi=1,...,Ng.
j=1 Jj=1

On définit la matrice de masse M;, € RNaxNa payr

(Mp)ij == (¢4, 95)H,

et la matrice de rigidité K, € RY¥«*Na par

(Kn)ij = al¢i, ¢;).
Alors, le probléeme (12.3.1) est équivalent a

KnUn = A MpUp,

ou U, := (U7, ...,Ux,)- De plus, les matrices K, et M}, sont symétriques définies posi-
tives. Alors, en appliquant le théoreme de réduction simultanée (théoreme 2.3.6 de [2]),
on obtient qu’il existe P, € RN«*Na jpversible telle que

M, = PPl et K,=P,DP,

ou D := diag(\y, ..., Ay, ) et les \; sont les valeurs propres de KCj,. Alors, le probleme (12.3.1)
s’écrit encore

DUh:)\hUh, ou ﬁh = }?Uh

Autrement dit, les valeurs propres de (12.3.1) sont les valeurs propres de K, et les vecteurs
propres associés sont les uy, , donnés par

Ng N
une =D Uld; ot Uy = (P) " Uhp = (P))"e,

Jj=1

(D étant diagonale, ses vecteurs propres sont les vecteurs de base €¥). On en déduit que
la famille de vecteur propres {up tr=1.. . n, forme bien une base de Vj,. O

Remarque 12.3.2. En pratique, on résout le probleme U, = A\, MU, pour calculer
I’approximation uy. Cette résolution passe par la réduction simultanée de IC;, et U;, pour
laquelle des algorithmes existent (voir [2]).

Dans le cas du probleme de Dirichlet, il suffit d’appliquer le résultat précédent au cas
du probléme (12.2.4) en prenant pour Vy, le sous-espace de H{(£2) défini par la méthode
des éléments finis IP,.. On donne ci-dessous un exemple en dimension 1 avec la méthode P;.

On considere le probleme de Dirichlet homogene sur l'intervalle [0, 1] :

—uy = Au dans |0, 1],
uk(O) = Uk(l) =0.
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Soit zg =0 < 1 < -+ < xy < Tyy41 = 1 une discrétisation uniforme de l'intervalle [0, 1]
de pas h > 0. On pose

Vor == {v € C([0,1]) | Vjgsznf € P1, Vi=0,...,N, et v(0) =v(1) = 0},

On a vu que Kj, € RV*Y est donnée par
2 -1 0 ... O
-1 2 -1 0
1
ICh == E
SO
0 -1 2
On se propose de calculer la matrice de masse M, correspondante. Soient {¢q,...,dn}
la base de Vpy. Alors, on a
r — T;

six € [z;_1, 3],

h
Vi=1,...,N, ¢j(x)=< Tixt1 —T
h

sir € [ZEZ‘, xi—l—l],

0 sinon.

RN*N g pour coefficients

(Mn)ij = (&, 5)12(0.1)-
D’une part, puisque supp(¢) C [x;_1,T;11], on a

(Mh)ij =0 si |Z —]| > 1.

La matrice de masse M;, €

D’autre part, on a

B 9 B T; (m — g(;z»)Q Tit+1 (Ii—l—l — 5(7)2 . ]’L3 h3 . 2h
(Mp)ii = ||¢i“L2(0,1) = /in_1 Tz dx—l—/mi Y dx = 342 - 3h2 3’

et, par changement de variable,

vit1 (x99 — ) (T — 2;) 1 rh h
(Ma)igit1) = ~/a: * 2 dr = ﬁ/o (h=y)y dv =& = (Mn)ii-).

Finalement, la matrice de masse Mj, € RV*Y est donnée par
2/3 1/6 0 ... 0
1/6 2/3 1/6 ... 0
M, = h D - :

: 1/6

0 ... ... 1/6 2/3

On donne ci-dessous un résultat de convergence de la méthode. Il faut prendre garde
que seules les premieres valeurs propres A ; sont de bonnes approximations des valeurs
propres exactes. Pour obtenir un plus grand nombre d’approximations correctes, il est
nécessaire de raffiner le maillage considéré.
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Théoréme 12.3.3. Soient Q) un ouvert polyédrique de R? et (Ty)n>o une suite de maillages
triangulaires réguliers de ). Soit Vi, le sous-espace vectoriel de Hy(Q) défini par la mé-
thode des éléments finis Py, de dimension N. Soient (\;,u;) € RY x Hi(Q), i > 1, les
valeurs propres et vecteurs propres (orthogonauz dans L*(Q)) du probléme de Dirichlet
rangées par ordre croissant
D<A < < <A< < ee
Soient les valeurs propres
0<Aip<Ap<--<Ann,

de Uapprozimation variationnelle (12.3.1) pour Vy,. Alors, pour tout i > 1, on a

hm ‘)\z — )\i,h‘ = O,

h—0
et il existe une famille de vecteurs propres (u;p)1<i<ny de (12.3.1) dans Vo, telle que
De plus, si Vect{uy,...,u;} C H**(Q) etk +1>d/2, on a

A — Ain| < Ci B,
ou C; ne dépend pas de h et

wi — win| |y < Ci hF.

Remarque 12.3.4. la constante C; tend vers 400 lorsque ¢ tend vers +oo. Il n’y a donc
aucune garantie que ’approximation soit correcte pour les grandes valeurs propres.
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Chapitre 13

Problemes paraboliques

13.1 Formulation variationnelle

Dans tout ce chapitre on va considérer la résolution numérique de I’équation de la

chaleur
ou—Au = f dans R% x €,

u =0 sur R% x 09, (13.1.1)
u(t =0,2) =wuo(z) dans (,

ou f(t,-) € L*(2) est le terme source et ug € H}(Q) la donnée initiale.
Soit v € C2°(2). On multiplie (13.1.1) par v puis on integre sur 2. En effectuant une
intégration par parties, on aboutit a

C;;/Qu(t,a‘:)v(a‘:) dx+/QVu(t,g;).Vv(x) dr = /Qf(t,x)v(x) du,

qui a un sens pour toute fonction test v € HJ(2). On note u(t) := u(t,x) de sorte que u
est une fonction définie sur R, a valeurs dans H}(Q). Avec cette notation, on obtient la
formulation variationnelle suivante pour (13.1.1).

Trouver u : t € Ry — H(Q) telle que
d
%(u(t),v)L2(Q) +a(u(t),v) = (f(t),v)r2), VteR:L, Ve H)Q),

u(t =0) = uy,
(13.1.2)
ot a(, ) est la forme bilinéaire définie sur H'(Q) par

a(u,v) = /QVu-Vv dx.

Il est nécessaire de préciser la régularité de la solution en temps, pour cela on introduit
des espaces de solutions prenant en compte la variable de temps et la variable d’espace.

Notation 13.1.1. Pour (X, ||-||) un espace de Banach on note C*([0, T]; X) 'espace des
fonctions k-fois contintiment dérivables de [0, 7] a valeurs dans X. L’espace C*([0, T]; X)



126 CHAPITRE 13 : Problémes paraboliques

est un espace de Banach muni de la norme

d'v
- (¢
7z ()

k
HUHck([o,T};X) = Z( sup
=0

; 0<t<T

J

On note L*([0,T]; X) I'espace des fonctions v telles que 'application ¢ +— |[v(¢)||x est de
carré intégrable sur [0, 77, i.e.

T 1/2
ol = ([ o @) <oc.

Muni de la norme ||-|| 12(jo,7}, x) ainsi définie, Uespace L*([0,T7; X) est un espace de Banach.
De plus, si (X, (+,+)x) est un espace de Hilbert, alors L?([0,T]; X) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

T
(wo)pom = [ (D), vH)x d
En particulier, si X = L*(Q) on a l'identification L*([0,T7; L*(Q2)) = L?([0,T] x Q).

Comme dans le cas des problemes elliptiques, on va considérer un probleme variation-
nel plus général que (13.1.2). Pour cela, soient (V, (-,-)y) et (H,(+,+)y) deux espaces de
Hilbert réel tels que V' C H. Soient af(-,-) une forme bilinéaire sur V., T > 0, ug € H et
f € L*(J0,T[; H). Alors, on considére la formulation variationnelle

Trouver u : t € Ry — V telle que

d

@(U(t),v)H + a(u(t),v) = (f(t),v)s, Vt€0,T[,VveV, (13.1.3)

Théoréme 13.1.2 (Existence et unicité). Soient (V. (-,-)v) et (H,(-,-)u) deuz espaces
de Hilbert réels tels que

V C H avec injection compacte,
V' est dense dans H.

Soit a(-,-) une forme bilinéaire continue, coercive et symétrique sur V. Soient T > 0,
ug € H et f € L*(0,T[; H). Alors, la formulation variationnelle (13.1.3) admet une
unique solution u € L*(]0, T[; V)N C([0,T]; H). De plus, il existe une constante ¢ > 0
telle que

[ull 2oy + lulleqorym < ¢ (||U0||H + ||fHL2(}0,T[;H)) -

Autrement dit, le probléme (13.1.3) est bien posé au sens d’Hadamard.

Démonstration. On donne seulement une idée de la démonstration, pour une démonstra-
tion compléte on renvoie a [1].

D’apres le Théoreme 12.2.2, il existe une base hilbertienne (ug)r>1 de H telle que,
pour tout k > 1,

up €V et a(ug,v) = g (ug, v)m, VvelV. (13.1.4)
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Pour tout k£ > 1, on pose
ag(t) = (u(t),ur)g € C(]0,T]), oy = (ug, ur) o, (13.1.5)
et
Be(t) == (f(t),ux)m € L*(]0,TY). (13.1.6)
D’apres la Remarque 12.1.5 et la notation (13.1.5), si u(t) € H pour tout ¢ € [0,77,

alors u(t) admet pour décomposition

Vie[0,T], ul)=> ay(t)u. (13.1.7)

k>1

Supposons que u est solution de (13.1.3). On prend pour fonction test v = ug, ou k > 1.
Alors, on obtient

& ((t), )+ au(t), ue) = (F(0) wi)
D’apres (13.1.5) et (13.1.6), on en déduit
() + A ar(t) = Be(t).
De plus, la condition initiale de (13.1.3) et la notation (13.1.5) entrainent
ap(t =0) = a).

Autrement dit, chaque a4 est solution d'une e.d.o. du premier ordre. On en déduit 'ex-
pression exacte de ay :

t
Vte[0,T], ax(t)=ale M +/ Br(s)e =) (. (13.1.8)
0

Ainsi, si u est solution de (13.1.3) alors u est donnée par (13.1.7) avec oy, donné par (13.1.8)
donc, en particulier, est unique. La démonstration complete consiste a justifier que la
série (13.1.7) converge. O

En appliquant le Théoréme 13.1.2 avec H := L*(Q), V := H}(Q) et a(-,-) la forme
bilinéaire définie sur V' par

a(u,v) = /QVu-Vv dx,

on obtient le résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible pour ’équation de la
chaleur :

Théoréme 13.1.3. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C* de R?. Soient T > 0,
ug € L*(Q) et f € L*(]0,T[; L*(Q)). Alors, l’équation de la chaleur (13.1.1) admet
une unique solution faible uw € L*(J0,T[; Hi(2)) N C([0,T); L*()). De plus, il existe une
constante ¢ > 0 telle que

/Q\u(t,:c)|2 dx + /Ot/ﬂ Vu(s,r)|? deds < ¢ (/Q luo () ? dx—l—/ot/Q |f(s,2)? da:ds) )

On donne, sans démonstration, un résultat qualitatif sur la régularité de la solution
de I'équation de la chaleur (voir [1]).

Proposition 13.1.4 (Effet régularisant). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C™
de R, Soient T > 0, ug € L?(QQ) et f = 0. Alors, pour tout & > 0, l'unique solution faible
de (13.1.1) est de classe C*° en temps et en espace dans [e,T] x €.
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13.2 Reésolution numérique par éléments finis

La résolution numérique des problémes paraboliques sous la forme (13.1.3) se fait
en deux étapes. On effectue d’abord une discrétisation par éléments finis en la variable
d’espace. On aboutit ainsi a une e.d.o. en temps que 'on discrétise par différences finies.

Avec les notations de la section précédente, soit 1}, un sous-espace de dimension finie N
de V. On s’intéresse a la discrétisation du probleme variationnel (13.1.3), i.e.

Trouver u : t € Ry — V telle que
d
%(u(t)fu)H + a(u(t),v) = (f(t)a U)Hv Vi G]O,T[, Vuve Vva
u(t =0) = up.
En considérant I'espace discret V},, on obtient le probleme variationnel discret suivant :

Trouver uy, : t € Ry — V), telle que

;Zt(uh(t),’l}h)]-[ + a(uh(t),vh) = (f(t),?]h>H, Vi E]O,T[, v Vp, € Vh,

up(t =0) = ugp,
(13.2.1)
ou ugp € V4 est une approximation de wug. Soit {¢;};—1, .y une base de Vj. Alors, pour
tout t €]0, T, up(t) et up, admettent pour développements

up(t) =Y _Ul(t)¢; et wop=_ Ui p 05 (13.2.2)
j=1

j=1
avec Ui (t), U&h € R pour tout j =1,..., N. Avec ces développements, (13.2.1) s’écrit
Trouver U,Z teRy - R et U&h eR, j=1,...,N tels que
Z(¢j7 Qsz)Hﬁ(t) + Z a(¢j’ gbl)UiJL(t) = (f(t)7 ¢Z)H7 Vi E]OvT[v Vi= 17 CII) N7
j=1 j=1

Up(t=0)=Us,, Vi=1,...,N.
(13.2.3)
On pose Up(t) == (Uy (1), ..., UY ()" € RN et Upp := (Ugy, -- -, Ugy)" € RY. Alors (13.2.3)

est équivalent au systeme d’e.d.o.
{ MU + KpUn(t) =bp(t), YV teo,T]

(13.2.4)
Up(t =0) = Ugp,

ou My, K;, € RV*N et b, € RY sont donnés par

(Mn)ij == (9, 05)m,  (Kn)ij == aldi,¢5) et (bu(t))i == (f(t), ¢i)n-

Autrement dit, IC;, et M}, correspondent aux matrices de rigidité et de masse rencontrées
dans la résolution numérique des problemes elliptiques dans le cadre général et dans le
cadre spectral. On obtient un premier résultat de convergence pour la semi-discrétisation
en espace de I’équation de la chaleur (13.1.1) :
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Proposition 13.2.1. Soient Q un ouvert polyédrique de R et (Tp)nso une suite de
maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vo, Uespace de discrétisation de Hy () défini
par la méthode des éléments finis Py, k > 1, de dimension N. Soient f € L*(]0,1[; L*()),
ug € HY(Q) etu € L2(]0,T[; H} () N C([0,T]; L*(Q2)) l'unique solution faible de (13.1.1).
Soit up, donné par (13.2.2) avec Uy, la solution de (13.2.4). On suppose

}liir(l) |2o,n — uol|22(0) = 0,
alors on a
}lllg(l) llu — Uh||L2(}o,T[;H3(Q)) = fllli% |l — uhHC’([O,T];H(Q)) = 0.

Il reste maintenant & discrétiser (13.2.4) pour la variable en temps par un schéma aux
différences finies. On suppose dans la suite by, € C([0,T]). Soient Ny € N et At :=T/Nr.
On pose

Vne{0,...,Np}, t,:=nAt

On considere approximation Uj* de Uy (t,) définie par le #-schéma :
uptt —up

M At

+ K (OUR 4 (1= 0)U) = Ob(tns) + (1 — 0)b(tn),
ce qui donne
(Mp +O0ALIC,) UM = (Mg, — (1 — 0) AtK) U+ At(0b(t,41) + (1 —0)b(t,)). (13.2.5)

Définition 13.2.2. Un schéma aux différences finies de (13.2.4) est dit stable s’il existe
une constante ¢ > 0 indépendante de At et h telle que

Vne{0,...,Np}, MU} -Up <ec.

Lemme 13.2.3 (Stabilité du schéma). Si1/2 < 0 <1, le 8-schéma (13.2.5) est incondi-
tionnellement stable. S10 < 0 < 1/2, le 0-schéma (13.2.5) est stable sous la condition CFL

2
; <
1%%)1(\7<AZ At) < T (13.2.6)
ot les \;, 1 < i < N, sont les valeurs propres de KU = AMU.
Démonstration. Voir [1]. O

On a alors le résultat de convergence suivant (voir [12]) :

Théoréme 13.2.4. Soient Q un ouvert polyédrique de R? et (Ty)n>o une suite de maillages
triangulaires réguliers de Q. Soit Vo, espace de discrétisation de HJ(QY) défini par la
méthode des éléments finis Py, k > 1, de dimension N. Soient T > 0, f € L*(]0,1[; L*(2)),
ug € HY(Q) et u lunique solution faible de (13.1.1) supposée “suffisamment réguliére’”.
Soit uy, la solution de (13.2.5). On suppose

lim [[wo,n — ol r2() = 0,
et que h et At tendent vers 0 en vérifiant (13.2.6) si 0 < 0 < 1/2. Alors, on a

. _an —
h—}]l,rA%—)O OSH%%)]%T ”u<tn) UhHLQ(Q) =0
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