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Introduction

Ce cours s’inscrit comme une suite logique du cours d’analyse fonctionnelle du pre-
mier semestre de Master 1. En analyse fonctionnelle, on étudie les propriétés topologiques
des espaces de fonctions (et plus généralement des espaces vectoriels de dimension infi-
nie). Dans ce cours, on s’intéresse plus particulierement aux propriétés des applications
linéaires, ou opérateurs, sur les espaces vectoriels de dimension infinie.

La théorie spectrale a pour origine d’une part la généralisation aux espaces de dimen-
sion infinie des théoremes de réduction des endomorphismes dans les espaces de dimension
finie et, d’autre part, des origines liées aux équations aux dérivées partielles (e.d.p.) et
aux équations intégrales. Plus précisément, considérons par exemple I'e.d.p. régissant la
température d’un milieu (dite équation de la chaleur) en dimension 2 :

Owu(z,t) — Au(x,t) =0,

ott u(z,t) € R est la température (inconnue) au point x = (z1,z2) € R? et au temps ¢ € R,
avec A := 0., + 0,,. Une méthode possible de résolution de cette équation consiste a
déterminer les solutions particulieres de la forme u(z,t) = v(z)¢p(t), dite méthode de
séparation des variables. On obtient alors

¢(t) _ Av(a)
o)~ o)

Les deux membres de 1’égalité dépendant de variables différentes, ceux-ci sont forcément
constants par rapport a ses variables. On en déduit qu’il existe A € R tel que

O (t) = o(t) et Av(x) = \v(x).

La premiere équation est une simple e.d.o. d’ordre 1 simple a résoudre. Pour la seconde,
A étant une application linéaire définie sur des espaces vectoriels, le probleme consiste
a déterminer les valeurs propres et vecteurs propres correspondants de A. On est donc
passé de la résolution d’une e.d.p. dynamique (i.e. dépendant du temps) a une e.d.o.
couplée a un probleme de recherche de valeurs propres. On obtient un résultat analogue
en s’appuyant sur des considérations issues de la physique. Par exemple, on considere
I’équation régissant la propagation ou la vibration des ondes, dite équation des ondes
donnée par

Otu(z,t) — Au(x,t) =0,

ol u(z,t) € R est le déplacement (inconnue) du point x = (z1,22) € R? au temps ¢t € R.
Lorsque l'on considere une onde qui oscille périodiquement en temps, on aboutit a une
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solution du type u(z,t) = v(z)e ™!, ol v est 'amplitude et w la fréquence. On obtient
alors par le méme raisonnement que précédemment Av = w?v.

D’un point de vue abstrait, si on désigne par E un espace fonctionnel et T" une appli-
cation linéaire sur F, ces différent problémes consistent & chercher la solution u € E du

probleme
Au—Tu=f, (P)

oul € K:=RouCet f € E (dans les exemples précédents, f = 0). Celui-ci est équivalent

a déterminer si 'opérateur A\ I — T est inversible, ou I désigne 'opérateur identité sur F.

L’étude de l'inversibilité de 'opérateur A I — T est ce qu’on appelle la théorie spectrale.
Comme exemple ou f est non nul, on considere I'e.d.o. suivante

d
% - ¢(‘rvy>7 y<0) = Yo.

Par intégration, y est solution de I’équation intégrale

y() = [ 6ls.y(s)) ds+ o

En particulier, si ¢ est linéaire en la variable y, I'intégrale étant linéaire, le probleme
s’écrit sous la forme (P).

Dans ce cours, on généralise en dimension infinie la notion de valeur propre et on en
étudie les propriétés dans le cadre des espaces de Banach et de Hilbert. Notons de plus que
I’'on obtient une généralisation importante du théoreme de diagonalisation des matrices
hermitiennes au cas d’opérateurs particuliers appelés opérateurs auto-adjoint compacts
(chapitre 5). Le cours se termine sur une application a 'opérateur laplacien.



Chapitre 1

Spectre d’un opérateur

Dans ce chapitre, on définit les notions de spectre et de valeurs propres d’applications
linéaires sur des espaces vectoriels et on en donne les propriétés élémentaires. Le cadre
est celui des espaces de Banach (bien que certains des résultats restent vrai sans supposer
I'espace complet).

Ainsi, dans tout le chapitre, on désigne par (£, || -||) un espace de Banach sur K := R
ou C. Si (F, ||-||7) est un espace vectoriel normé sur K, on désigne par L(E, F') 'espace des
applications linéaires de E dans F' et L(F, I') 'espace des applications linéaires continues
de E' dans F'. Si F' := E, on note simplement L(E) := L(E, E) et L(E) :=L(E, E). Enfin,
s’il y a risque de confusion on notera la norme de E par || - ||z.

On rappelle qu'une application linéaire 7" définie de £ dans un espace vectoriel F' est
appelée un opérateur (sous-entendu lorsque F est de dimension infinie). De plus, on dit
que T est un opérateur borné lorsque 7" est continu, i.e. T € L(E, F).

Exemple 1.0.1. Soit E := C(]0, 1];KK) I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans K
muni de la norme de la convergence uniforme ||-||». On définit 'opérateur de Volterra T’
sur I/ par

VfeE, Tf(z) = /Omf(t) dt, v uelo1l.

Pour tout f € E, T vérifie

ITflloe = sup [Tf(z)] < sup Ox!f(t)l dt <[] flloo;

z€0,1] z€[0,1]

donc T' € L(FE) et ||T|| < 1. De plus, ||T|| = 1 puisque, en prenant f := 1, on obtient
Moo = et [T flloo = 1.

1.1 Inversibilité d’un opérateur
Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En

particulier, on donne (voir Corollaire 1.1.4) une caractérisation de I'inversibilité d'un opé-
rateur qui s’avérera tres utile pour la suite.
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Définition 1.1.1. On rappelle qu'un opérateur 7' € L(F) est dit inversible s’il admet un
inverse dans L(F), i.e. il existe S € L(E) tel que ST =TS = I, ou I désigne 'opérateur
identité de E. On note GL(E) 'ensemble des opérateurs T' € L(E) inversibles.

Remarque 1.1.2. D’aprés le théoreme de Banach (voir aussi la Proposition 1.1.3 ci-
dessous), si T' € L(FE) est bijectif alors son inverse T! est continu donc T est inversible
si et seulement s’il existe un opérateur S sur E tel que ST =TS = I.

Proposition 1.1.3. Soient (X, || - ||x) un espace vectoriel normé sur K et T' € L(E, X)
bijective. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T e L(X,E).
2. Il existe C' > 0 telle que, pour tout v € E, ||Tx||x > C||z||Eg.
3. (X,|| - |lx) est un espace de Banach sur K

Démonstration. Montrons que 1. entraine 2. Puisque 7! est continue, on a
VeeE, T 'Ta|lp < ||T7|Tw]|x.

Donc, pour tout x € E, ||[Tx||x > ||T7||7||z]|&.

Montrons que 2. entraine 3. Soit (yn),, une suite de Cauchy dans X. L’opérateur T
étant bijectif, il existe une suite (2,,),-, dans E telle que, pour tout n € N, Tx,, = y,.
Or, d’aprés 2., pour tous p,q € N, on a

Hf[p - $qHE <c! HT(f[p - xq)HX <c! Hyp - quX'

Donc (z,,),, est une suite de Cauchy dans 'espace de Banach E et, par suite, converge
vers un élément z de E. Alors, puisque T est continue, la suite de terme général y,, = T'z,,
converge vers Tx € X. On en déduit que X est un espace de Banach.

Enfin, 3. entraine 1. d’apres le Théoreme de Banach. O]

Corollaire 1.1.4. Soient (Y, || - ||y) un espace de Banach sur K et T € L(E,Y). Alors,
les propriétés sutvantes sont équivalentes :

1. 1l eziste C > 0 telle que, pour tout x € E, on a ||Tz||ly > C||z||g.
2. T est injectif et Im(T) est fermé dans Y .

Démonstration. On pose X := Im(7T).

Supposons qu'il existe C' > 0 telle que, pour tout z € E, on a ||[Tx|ly > C||z||g.
Alors, T est injectif donc est une bijection de E sur X. D’apres la Proposition 1.1.3, on
en déduit que X = Im(T") est un espace de Banach et donc est fermé dans Y.

Supposons T injectif et X fermé dans Y. Alors, T" est une bijection de E sur X et X
est un espace de Banach. D’apres la Proposition 1.1.3, on en déduit qu’il existe C' > 0
telle que, pour tout x € F, on a ||Txz||y > C||z||g. O

Corollaire 1.1.5. Soient (Y, || - ||ly) un espace de Banach sur K et T € L(E,Y). Alors,
les propriétés sutvantes sont équivalentes :

1. Im(T) =Y et il existe C > 0 telle que, pour tout v € E, ||Tx|ly > C||z||g.
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2. T est inversible.

Démonstration. Si 1. a lieu, d’apres le Corollaire 1.1.4, T est injectif et Im(7") est fermé
dans Y. Alors, Im(7") = Im(7T") = Y donc T est surjectif et, par suite, inversible. Récipro-
quement, si 2. a lieu, on a Y = Im(7") C Im(7") C Y. Donc Im(7") = Im(T) =Y, ce qui
donne le résultat d’apres le Corollaire 1.1.4. O

Proposition 1.1.6. Soit T'€ L(E). Si ||T|| <1 alors I — T € GL(E) et on a
(I-T)"'=> 1"

n>0
De plus, GL(E) est un ouwvert de L(E) et lapplication T — T~ est continue sur GL(E).

Démonstration. Comme ||T|| < 1, la série S := Y T™ est normalement convergente donc
n>0
convergente puisque L(F) est complet. De plus, on a

I-T)S=S-TS=> T"-> T =1"=1

n>0 n>0

De méme, S(I —T) = I. On en déduit S = (I —T)~'. Montrons que GL(F) est un ouvert
de L(E). Soit T € GL(E). Si T € L(E), on a

T=Ty+T~Ty=T (I - (I -T;'T)).
De plus,
[ = T3] = 1Ty (To = DI < 1T [ To — 711

Alors, si ||Ty — T|| < ||Ty |7, on obtient |[I — T5'T|| < 1 et donc I — (I — Ty 'T) est
inversible. Par suite, T’ est inversible. Finalement, on obtient B(Ty, ||Ty *||™!) € GL(E)
donc GL(E) est un ouvert de £(E). De plus, si T' € B(Ty, ||T5!||™!) son inverse est donné
par

T = (Z([ - To—lT)”> Tyt => (I -T,'T)"Ty .
n>0 n>0

Ainsi, on obtient

I =T = U= T T T - T = - 1 )

n>0 n>1

<D =T T |7 |
n>1

_ HI__IEJJW| HTHlH
L— [ =Tg'T| "

:HT71H2 HTO_TH

P L[ -T'T)

qui tend vers 0 lorsque T' tend vers Tp. Ce qui montre la continuité de 'application
T+ T ' sur GL(E). O
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1.2 Définitions et propriétés

Dans cette section, on donne les définitions des notions élémentaires du cours ainsi
que les propriétés immédiates de celles-ci.
Définition 1.2.1. Soit 7' € L(E).

1. On appelle ensemble résolvante de 7" ’ensemble
p(T) == {A € K| A — T est inversible} .

Un élément de p(T') est appelé valeur résolvante de 7'
2. Si A € p(T), on définit la résolvante R)(T") de T au point A par

RA(T) == AN —=T)7".

La résolvante Ry (T') est simplement notée R, s’il n’y a pas d’ambiguité sur 7.
3. Le spectre o(7T') de T est I’ensemble

o(T) = K\ p(T).

Un élément de o(T") est une valeur spectrale de 7.

4. On dit que A € K est une valeur propre de T'si A [ —T n’est pas injectif. Autrement
dit, Pensemble des valeurs propres Vp(7T') de T est donné par

Vp(T) = {A €K |Ker (A —T) % {0}}.

Remarque 1.2.2.
1. Les définitions ci-dessus restent valables méme si F n’est pas un Banach.

2. L’ensemble des valeur propres est aussi appelé spectre ponctuel et est parfois
noté o,(T).
3. On a toujours Vp(T) C o(T).

4. Si E est de dimension finie, A =T est inversible si et seulement si Ker(A I — T') = {0}.
En particulier, on en déduit Vp(T') = o(T'). La situation est plus délicate en dimen-
sion infinie comme le montre ’exemple ci-dessous.

Exemple 1.2.3. Soient E := C([0,1];K) et T I'opérateur défini dans I’Exemple 1.0.1.
Alors, on a Ker(T) = {0} et Im(T") = {g € C*([0,1];K) | g(0) = 0}. En particulier, T" est
injectif donc 0 ¢ Vp(7') mais non surjectif donc 0 € o(7).
Proposition 1.2.4. Soit T € L(E).

1. Si |A| > ||T|| alors A € p(T). En particulier, on a o(T) C D(0,||T]])-

2. p(T) est un ouvert non vide de K.

3. o(T) est un compact de K.

4. Vp(T) € o(T).
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Démonstration.

1. Si [A] > ||T]| alors A # 0 et ||]A\"' T'|| < 1 donc, d’aprés la Proposition 1.1.6, I — A~ T
est inversible, i.e. A € p(T).

2. D’apres le 1., p(T') est non vide. Soit ¢ l'application définie de K dans £(FE) par

vV ek, ©e(A) = AT -T.
Alors, p(T) = ¢~ (GL(E)). De plus, pour tous A, u € K, on a

() = (] = [[ (A = ) I < [A = pl;

donc ¢ est continue. Or, d’apres la Proposition 1.1.6, GL(E) est un ouvert de L£(F). Ainsi

p(T) = ¢ 1 (GL(E)) est un ouvert de K.

3. D’apres le 2., o(T) = K\ p(T') est fermé, or il est borné d’apres le 1., donc compact.

4. D’apres la Remarque 1.2.2, Vp(T') C o(T'). De plus, o(T") est fermé donc Vp(T') C o(T).
O

Proposition 1.2.5 (Identité de la résolvante). Soient T € L(E) et A\, € p(T). Alors,
on a

R)\ - RH = (/J — )\) R)\R‘u = (/L — )\) R#R)\. (1.2.1)
De plus, Uapplication A — Ry est dérivable sur p(T) et sa dérivée est donnée par

dR» )

= —R2. 1.2.2
LB & (122)
Démonstration. On a Ry = Ry\(T) = (A —T)™" donc

Ry =Ra(ul —T)R, =R\ =T+ (u—NID)]R,
:[I—i_(lu’_)‘)RA]R#:R#‘i‘(M—)\)R)\R“,

ce qui donne (1.2.1). D’apres la Proposition 1.1.6, 'application T+ T~! est continue
sur GL(E), on en déduit que A — Ry est continue. De plus, pour tout h > 0, on a

1
E(R/\-i-h — Ry) = —R\Ry4».
Alors, la continuité de A — R, entraine sa dérivabilité et I’égalité (1.2.2). O

En fait, application A — R) n’est pas seulement dérivable sur p(7") mais analytique
comme le montre le résultat ci-dessous.

Proposition 1.2.6. Soit T € L(FE). L’application X — Ry =
sur p(T). Plus précisément, si \g € p(T), alors D(Xg, || Rx|l™")
AE D()‘(J? HR>\0H_1)7 on a

RA\(T) est analytique
C p(T), et, pour tout

Ry = (—1)"RBy (A = o)™

n>0
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Démonstration. Soit A\g € p(T). Si A € D(No, ||Rx,||71), alors || (A — Xo) Ry, || < 1 et la

> (=R (A= 0))",

n>0

est normalement convergente dans L£(FE), ce qui permet de définir 'opérateur S, € L(E)
par

Syoi= Ry Y. (R (A= 20))" = D (=1)"RE (A= o)™ (1.2.3)

n>0 n>0
En particulier, on a

(Mol —T)Sx =Ry} S\= > (—1)"R%, (A — o)™ (1.2.4)

n>0
Alors, pour tout A € D(Xg, ||[Ry,||71), d’apres (1.2.3) et (1.2.4), on a

AT =T)Sy = (AT —T+(\—A)I)Sh
= (Aol —T)Sx+ (A — Xo)Sy
=D (1) "RY, (A= Xo)" = D (=1)"IRET (A = Ag)" !

=1

De méme, on obtient Sy (A\I —T) = I. En conclusion D()g, ||Ra,||™') C p(T) et Ry = Sy
pour tout A € D(Ag, || Ry, || 7h)- O

1.3 Rayon spectral
Définition 1.3.1. Soit 7' € L(E). On définit le rayon spectral r(7") de T par

r(T) = sup |\
Aeo(T)

Si o(T) = 0, par convention, on pose 7(T) := 0.

Remarque 1.3.2. Soit 7' € L(E).
1. On a r(T) € [0,]|T||] car, d’apres la Proposition 1.2.4, o(T) < D (0,||T]|). La
définition est plus précise : D(0,7(7T)) est le plus petit disque fermé, centré en 0,
contenant (7).

2. En particulier, p(T) contient la couronne ouverte K\D(0,r(T)) et I'application
A= Ry = R)\(T) est définie et dérivable sur cette couronne.

On va définir maintenant un nouvelle quantité 7(7") et on montrera ultérieurement le
lien entre 7(7T") et le rayon spectral (7).

Proposition 1.3.3. Pour T € L(E), la suite (||T”||%) converge dans R, et on a

neN*

. Akt S
lim_[|7|[% = inf [|7|% < ||7]].

n—-+0o00
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Notation 1.3.4. On pose 7(T) := lim HT”H%

n—-+0o

Remarque 1.3.5. D’apres le critere de Cauchy, le rayon de convergence de la série entiere
> T2 est 1/F(T).
n>0
Démonstration. Pour tout n € N*, on a
1
O < [[T"|= < (I,

donc les trois limites

. n 1 T n 1 : k L

lim [[T"]>,  lim [[T"[]> et [=inf|[T]%,

n—-+o00 n—+00 k>1

sont des réels positifs. Soit £ > 0 fixé. Il existe ¢ € N* tel que

1797 <l+e.

Or, pour n € N*, la division euclidienne de n par ¢ assure qu'il existe (b,,r,) € N? tel
que n = b, q+ r, avec 0 < r, < ¢. Supposons que ||T'|| # 0, alors on obtient

qbn

ni L G |+ bn n 4on n
[T % = ([T (= < (| T9|= ||T|% < (+e) ||T]+.

Or on a \
lim (I+¢)» ||T||™ =1+¢,
n—-+o0o
puisque 0 < 7, < ¢ entraine
n bn n
g et Lo
n n—+oo n n n—+oo
d’ou
JE— 1
lim [|T"||» <l+e¢, (1.3.1)
n—-+o0o

(qui reste vraie pour ||T’|| = 0). De I'estimation (1.3.1), valable pour tout € > 0, on déduit

i [|7"||* < 1.

n—-+4o0o

D’autre part, on a

fim [|7"||% > lim [|T7]]* = lim_inf ||T*||% > 1,

lim
n—-+o0o n——+o0 n—-+o00 k>n
car infy>, ||| % > infy>4 ||T*||* = I. Finalement, on obtient
= T [|T"[% = lim ||T"[|7 = lim [|T"7,
n—+o0o n——+oo n—+oo

d’ou le résultat. O
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Proposition 1.3.6. Soient T € L(E) et A € K. Si |A| > 7(T), alors A € p(T) et on a
R\(T) = Z AP
n>1
De plus, la série converge absolument.

Démonstration. Si|\| > 7(T), alors |[\7'| < #(T)~!. On en déduit, d’aprés la Remarque 1.3.5,
que > T" ' A™" converge absolument dans £(E). Notons S\ € £(E) la somme de cette

n>1
série. On a
AL=T)S\=>_ T A N A =1,
n>1 n>1
et, de méme, Sy(AI — T) = I. En conclusion, NI — T est inversible dans L(FE) et
Sy=\I—=T)"' = Ry(T). O

Corollaire 1.3.7. Soit T € L(F), alors on a r(T) < 7(T).

Démonstration. D’apres la Proposition 1.3.6, o(T") C D(0,7(T)), or D(0,7(T")) est le plus
petit disque fermé, centré en 0, contenant o(7'), d’ou le résultat. ]

Rappels 1.3.8. Considérons la couronne
C = C\o,,R)={ e C|r<|X=X| <R},
ot Ag €C et 0 <r < R < +o00. Soient X un espace de Banach sur C et f une fonction

de C dans X, holomorphe surC. Alors, il existe une et une seule famille (a,) d’éléments
de X telle que

neL

VAEC )= 3 an(h— Ao (1.3.2)

La formule (1.3.2) est appelée le développement en série de Laurent de la fonction f
dans la couronne C.

Corollaire 1.3.9. Si K := C, pour tout T € L(E), on ar(T) =7(T).

Démonstration. Par définition de r(T), on a C := C (0,7(T),+00) C p(7T'), donc, d’apres
la Proposition 1.2.6, application A — R, = R)(T') est holomorphe sur la couronne C.
Alors, il existe une et une seule famille (a,),ez de L(E) telle que

VAeCc, Ry= > a, A" (1.3.3)

n=—oo

Or, d’apres la Proposition 1.3.6, si |A] > #(T'), alors Ry = ) T ' \™™. Par unicité du
n>1
développement en série de Laurent, on obtient

an=0sin>0 et a_,=T"'sin>1. (1.3.4)
Alors, (1.3.3) et (1.3.4) entrainent
VAeC,  Ry=) T"'am
n>1

En particulier, si |z| < ﬁ alors la série ZT"‘l z" converge. Donc, d’apres la Re-
n>1

marque 1.3.5, 7(T) < r(T'), d’ou le résultat. O
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1.4 Théoreme de I’image spectrale

Soient T' € L(E) et P € K[X]. Alors, on peut définir 'opérateur P(T') € L(F) de la
maniere suivante :

P(T) = Y axT", ou P(X) := Y ap X",
k=0 k=0

avec n € N et ag, ay,...,a, € K. Pour tous \,u € Ket P, S € K[X], on a
(AP +uQ)(T) = AP(T) + pQ(T) et PQ(T) = P(T)Q(T) = Q(T)P(T).
Ci-dessous on compare le spectre de 1" et celui de P(T).
Théoréme 1.4.1 (Image spectrale). Soient T' € L(FE) et P € K[X]. Alors, on a
P(a(T)) C o(P(T)),
et l’égalité a lieu si K := C.

Démonstration. Soit A € K. Alors, A est racine de P(\) — P donc il existe @ € K[X] tel
que P(\) — P(X) = (A — X)Q(X), d’ou

POVI - P(T) = (\ — T)Q(T) = QT)(A — T).
On suppose P()\) € o(P(T)) et on pose S := (P(A\)I — P(T))~!. On obtient
A =T)Q(T)S =1=SQT)AI-T),

d’ou AT — T est inversible d’inverse SQ(T) = Q(T)S. On en déduit A ¢ o(T). Autrement
dit, si A € o(T) alors P(\) € o(P(T)), ce qui donne le résultat.

Pour I’égalité, on suppose K := C et P de degré supérieur ou égal a 1 (résultat évident
sinon). Soient p € o(P(T)) et A1,..., A, les n racines complexes du polynéme P — p.
On a

PX)—p=cX—=X\)...(X =),

ou ¢ # 0. Alors on obtient
PT)—pl=cT—MI)...(T—\1).

Puisque u € o(P(T)), P(T) — 1 n’est pas inversible et donc il existe iy € {1,...,n}
tel que (T — \;, I) n'est pas inversible, d’ou \;; € o(T'). De plus, on a P(\;) = u
donc p € P(o(T)). O

Remarque 1.4.2. Soit E := R? et T € L(FE) la rotation d’angle 7/2. Alors, T est
I’endomorphisme dont la matrice associée dans la base canonique de R? est donnée par

(o)
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On a J? = —1I donc
o(T%) = Vo(I?) = Vb(J?) = {1,

D’autre part, le polynéme caractéristique de J est X2 4 1, d’ou
o(T) = Vp(T) = Vp(J) = 0,
car K =TR. On note P(X) = X? € R[X]. Alors, on obtient
P(o(T)) = P(0) =0 S o(P(T)) = {-1}.

Autrement dit, si K # C ’égalité du Théoreme de 1'image spectrale peut ne pas avoir
lieu.
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Chapitre 2

Adjoint d’un opérateur

Dans ce chapitre, on définit la notion d’adjoint associé a un opérateur borné puis on
en ¢tudie les propriétés spectrales et les propriétés d’inversibilité. Le cadre est celui des
espaces de Hilbert, ainsi on désigne par (H,(-,)), (Hi, (-,-)1) et (Ha, (+,)2) des espaces
de Hilbert sur K := R ou C.

2.1 Rappels sur les formes sesquilinéaires

Dans cette premiére section, on donne quelques rappels sur les formes sesquilinéaires
qui seront utiles pour la suite. Une large partie de ces résultats est donnée dans le cadre
général des espaces vectoriels.

Définition 2.1.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que B est une forme sesquili-
néaire sur F si c’est une application de F x F dans K vérifiant, pour tous x,y, 2z € E et
tout A € K,

B(Ax+y,z) = AB(z,2) + B(y,z) et B(x,A\y+z)=AB(z,y) + B(z, 2).
Si K := R, on dit aussi que B est une forme bilinéaire sur F.

Définition 2.1.2. Soit F un K-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire B sur E est
dite hermitienne si

Vz,ye £, B(z,y) =By, ).

Si K := R, on dit aussi que B est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 2.1.3. Soient E un K-espace vectoriel et B une forme sesquilinéaire sur F.
1. B est dite positive si, pour tout = € E, B(z,z) > 0.
2. B est dite définie positive si, pour tout x € F\{0}, B(z,z) > 0.
3. Une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive sur E est appelée un produit
scalaire sur F si K := R et un produit hermitien si K := C.
Proposition 2.1.4. Soient E un K-espace vectoriel et B une forme sesquilinéaire sur E.

1. Si B est hermitienne alors, pour tout x € E, B(z,z) € R.
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2. SiK :=C, alors B est hermitienne si et seulement si, pour tout x € FE, B(x,z) € R.
Démonstration. Voir Td, fiche n° 2. O]

Proposition 2.1.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient E un K-espace vectoriel et B
une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur E. Alors, on a linégalité de Cauchy-
Schwarz :

Vay€eB, |By)l</Blr.)yBlyy)
Démonstration. Soient z,y fixés dans E. Alors, B(z,y) € C donc il existe r > 0 et
0 € [0, 27 tels que B(x,y) =re®. Soient t € Ret \; :=te ® On a

Or \; B(z,y) + \¢ B(y,x) = A\ B(x,y) + A\ B(z,y) = 2rt. Si on pose a := B(x,z) >0
et b := B(y,y) > 0, on obtient

0<BMz+y,Mz+y)=a|\*+2rt+b=at®+2rt +b.

Donc B(MAx + y, \s & + y) est un polynéme (en t) du second degré toujours positif ou
nul, alors son discriminant est négatif ou nul. Ainsi, on a 7> —ab < 0, ce qui donne le
résultat. O]

Proposition 2.1.6. Soient (X, | - ||) un K-espace vectoriel normé et B une forme ses-
quilinéaire sur X . Alors, les propositions suivantes sont équivalentes

1. B est continue.

2. B est continue en (0,0).

3. 1l existe k > 0 telle que, pour tous x,y € X, on a |B(z,y)| < k||z||||y]|-
Démonstration. 11 suffit de montrer que 2. entraine 3. et 3. entraine 1.

Supposons B continue en (0,0). On pose D = {z € K| |z| <1}. Comme B est
continue en (0,0) et B(0,0) = 0, B~*(D) est un voisinage de (0,0) dans X x X. Donc, il
existe 7 > 0 tel que

{(z,y) € X x X | |Ja]| < llyll <7} € BTD).

Alors, pour tous z,y € X\ {0}, on a

autrement dit

d’ou ]
Bl < el ol

qui est encore vrai si x ou y est nul.
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Supposons maintenant qu’il existe £ > 0 telle que, pour tous x,y € X, on a
|1 B(z, y)| < k|| |yll
Soit (a,b) € X x X. Alors, pour tout (z,y) € X x X, on obtient
|B($,y) - B<a7b)| = ‘B(ZE _a7y) +B(aab_y)|

< kllz—allllyll + Ellal[llo =yl — 0,
(@) (ad)

ce qui montre la continuité de B en (a,b). O

Notation 2.1.7. Pour (X, | - ||) un K-espace vectoriel normé, on note Sz(X) 'espace
vectoriel sur K des formes sesquilinéaires continues sur X. Si B € S3(X), on pose

1Bl == sup{|B(z,y)| | 2,y € X, |lz|| <1, |ly[| <1},
ce qui définit une norme sur Sy(X). En particulier, on a
Va,yeX, [Bzy)l <I|IBl|l=[lyll
Lemme 2.1.8. SiT € L(H), alors on a
T[] = sup{|(Tz, y)| | w,y € H, [[z]| <1, []y[| <1}

Démonstration. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[z <1,llylI<1 Izl <L,|lylI<1 |lzl]<1

sup  |(Tz,y)| < sup |[|T[[ [|ly[| < sup [[Tz][ = [[T]|.

De plus, en posant par convention =0si||Tx|| =0, on a

Tx
|[Tx]|

sup  |(Tx,y)| > sup
[EESNES! [ES!

Tz
Tx, 7—— || = sup [|[Tz|| = |[T]],
( HT96||>| 1

[l]]<

d’ou le résultat. ]

Proposition 2.1.9. Pour T € L(H), on note By € So(H) application définie par
Vao,ye H Br(x,y) = (Tx,y). (2.1.1)

Alors, Uapplication ® : T' —— Brp est un isomorphisme isométrique, i.e. une application
linéaire bijective telle que, pour tout T € L(H), ||®(T)|| = ||T].

Démonstration. L’application ® est clairement linéaire et, d’apres la Lemme 2.1.8, pour
tout T'e€ L(H), on a

||<1>(T)||:HBT||:| sup  |Br(z,y)| = sup  [(Tz,y)[ = [[T]].

lz[|<L[lylI<1 [z <1,|lylI<1
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Donc @ est une application linéaire isométrique et, en particulier, injective. Il reste a
montrer que ¢ est surjective. Soient B € S3(H) et « € H. On note ¢, lapplication
définie sur H par ¢,(y) := B(z,y). Alors, ¢, est une forme linéaire et, de plus, continue
car

VyeH, lp.(y)l =B, y)l <I[IB[|l[lyl]

Ainsi ¢, € H' et donc, d’apreés le théoreme de représentation de Riesz, il existe un
unique T'(x) € H tel que ¢,(y) = (y,T(z)), pour tout y € H. Ainsi, on a construit une
application T' de H dans H, telle que

VayeH, By =I(yT(x),
d’ou
Va,ye H, B(z,y)=(T(x),y). (2.1.2)
Pour z,2/,y € Het A€ K, on a
(T(x+X\e'),y) = B(z+ \',y) = B(z,y) + AB(2',y)
(T'(x),y) + A(T(2"), y)
= (T(x) + AT(a"),y),

donc T est linéaire. De plus, pour tout x € H, on a
|T2||* = (T, Tx) = Bz, Tx) < ||B]|||=]| ||T]l,
d’ou
| Tz|| < [|Bll[|=ll, VzeH.

Finalement, 7' € L(H) et, d’apres (2.1.2), B = By = ®(T'). Donc l'application @ est
surjective. O

Définition 2.1.10. Soit 7' € L(H). On dit que T est positif (resp. défini positif)
si Iapplication By définie par (2.1.1) est une forme sesquilinéaire positive (resp. définie
positive). Autrement dit,

T est positif si, pour tout x € H, (Tx,z) > 0,
T est défini positif si, pour tout x € H\ {0}, (T'z,z) > 0.

2.2 Adjoint d’un opérateur

Proposition 2.2.1. Soit T € L(Hy, Hs). Alors, pour touty € Hs, il existe un unique z € Hy

tel que
VaeeH, (Tz,y),=(z,2),. (2.2.1)

On note z = T*y.
Définition 2.2.2. L’application T* définie de Hy dans H; par
Vee H,VyeHy, (Tx,y),=(x,T"y),.

est appelée 'adjoint de T
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Démonstration. Soit y € H,. L’application ¢, : x — (T'z,y), est linéaire et, pour tout
x € Hy, on a

oy (@)] < [ (T, ), | < (I Tyl |]]]-
Donc ¢, € H{. On en déduit, d’apres le Théoreme de représentation de Riesz, qu’il existe
un unique z € H; tel que ¢, (z) = (z, 2),, pour tout = € Hy. Ce qui donne (2.2.1). O
Proposition 2.2.3. Soit T € L(Hy, Hy). Alors, T* € L(Hs, Hy) et ||T*|| = ||T]|.
Démonstration. Soient y,1y" € Hy et A € K. Alors, pour tout z € Hy, on a

(. T"(y+Ay);, = T2,y +Ay)y= Tz, y)y + A (T2,y),

= (@), + A @, T°()), = (@, T (y) + AT" (), ,
d'ou T*(y + A\y') = T*(y) + AT*(y'), c’est a dire T* € L(Hs, Hy). De plus, pour tout
y € Hy, on a

Tyl = (T*y, T*y), = (, TT*y)y < Iyl [T 1Tyl

d'ou ||T*yllx < ||T|| ||yll2- Donc T* € L(Hs, Hy) et ||T*|| < ||T||. Enfin, pour = € Hy,
on a
|T2|l; = (T2, Tx), = (2, T"Tw); < ||l [T ||Tz]l..

Donc ||Tx||e < [|T*[]||z]|1. Alors, ||T|] < ||T*|], d’ou 'égalité des normes. O

Proposition 2.2.4. Soient S,T € L(Hy,Hs), U € L(Hy, H) et \,p € K. On a

1. (Iy,)" = Iy, ot Iy, € L(H,) est Uopérateur identité.

2. T =T.

8 ANS+puT) =XS*+nuT*.

4. UT € L(H,H) et (UT)" =T*U*.

5. NI T\ = ITT*|| = || T
Démonstration. Voir Td, fiche n° 2. O
Remarque 2.2.5. Etant donné une algébre de Banach A sur C munie d’une norme || - ||,
on dit qu'une application * : 4 — A est une involution si elle vérifie les conditions 2,
3, 4 et 5 de la proposition précédente. Une algebre de Banach munie d'une involution
est appelée une C*-algébre. En particulier, d’apres la proposition précédente, L(H) est
une C*-algebre. L’étude des propriétés des C*-algebres est une généralisation de I'étude
spectrale des opérateurs bornés considérée dans ce cours (voir [7]).
Théoréme 2.2.6. Un opérateur T' € L(Hy, Hy) est inversible si et seulement si T* est
inversible, et alors on a (T*)™' = (T1)*.
Démonstration. Si T € L(Hy, Hs) est inversible alors, d’apres la Proposition 2.2.4, on a

()T =(TT") = Um,)" = I,
et
T =(T7'T) = (In)" = I,

Donc T* € L(Hy, Hy) est inversible et (T*)~! = (T~1)*.

Réciproquement, si T* € L(H,, Hy) est inversible alors I’étape précédente montre que
(T*)* =T € L(H,, Hy) est inversible. O
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2.3 Spectre de 'opérateur adjoint

Proposition 2.3.1. Soit T' € L(H). Alors, on a
1. Ker(T) = (Im(T%))".
2. Im(T) = Ker(T*)*.

Démonstration.

1. On a

Ker(T) ={reH|Te=0}={xc€ H|VyeH, (Tz,y) =0}
={reH|VyeH, (z,T"y) =0}
— (Im(T")".
2. D’apres le 1., on a
(Ker(1%))" = (Im(T)*) " = Im(T),
d’ou le résultat. ]
Proposition 2.3.2. Soit T € L(H). Alors
Lp(T)={NeK|XepT)} e oT)={NeK|Xeca(T)}
2. Pour tout X\ € p(T*), R\(T*) = (Rx(T))".

Démonstration.
1. On a I'équivalence A\ I — T est inversible si et seulement si (A1 —T*)" est inversible.
Or (AT —=T*)" =XI—T donc

p(T*) ={XNeK|AI —T" est inversible} = {)\ EK|A —T est inversible}

={AeK|XepT)}.
De plus, o(T%) = K\ p(T™*), ce qui donne le résultat.
2. 5i X € p(T*) alors :

RATY) = -1 = ((xr=1)") "

— —1\ * N
= ((r=1)") = sy,
qui est ’égalité attendue. n

Remarque 2.3.3. La notion d’opérateur adjoint se généralise au cas d’espaces de Ba-
nach E. Pour cela, on introduit le dual topologique E’ de E, i.e. I'espace des formes
linéaires continues sur E et, pour f € E' et x € E, on note (f,z)  au lieu de f(z). On
appelle (-, -) o  le crochet de dualité de £, E. Alors, le crochet (-, -) o,  a de nombreuses
similarités avec le produit scalaire d’espace de Hilbert. En particulier, si T € L(E, F') on
peut montrer qu’il existe 77 € L(F', E’) tel que

VeeE Vfiel, (T'fia)pp={/Tt)pp-

Il s’agit bien d’'une généralisation puisque si E est un espace de Hilbert alors E’ peut
étre identifié avec E d’apres le théoréme de représentation de Riesz. Le crochet de dua-
lité (-,-) z  est alors simplement le produit scalaire de E. Pour plus détails, on renvoie
a [2].
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2.4 Opérateurs coercifs et théoreme de Lax-Milgram

Définition 2.4.1. Un opérateur T' € L(H) est dit coercif (ou elliptique) s’il existe une
constante C' > 0 telle que

VeeH, [(Tzz)|>Clal

De méme, une forme sesquilinéaire continue B € Sy(H ) est dite coercive (ou elliptique)
s’il existe une constante C' > 0 telle que

VzeH, Bzl

Remarque 2.4.2. Soit T' € L(H). Alors, d’apres la Proposition 2.1.9, il est clair que
l'application By € Sy(H) définie par (2.1.1) est coercive si et seulement si T' € L(H) est
coercif.

Proposition 2.4.3. Si T € L(H) est coercif, alors T est inversible dans L(H).
Démonstration. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
VoeH, |[|Tzll|lz]]>][(Tz2)|>Clll]

d’ou, pour tout x € H, ||Tz|| > C'||z||. D’apres le Corollaire 1.1.5, il suffit de vérifier que
Im(7T) = H. Or, pour tout = € H, on a

[(T"2,2) | = (2, Tz) | = C||2]|*.

Donc T™ est aussi coercif, ce qui entraine, comme pour 7, I'injectivité de T™. Alors, d’apres
la Proposition 2.3.1, on obtient

fn(T) = (Kex(T*))* = {0}* = H,
ce qui donne le résultat. O]

Théoréme 2.4.4 (Théoreme de Lax-Milgram). Soient B € Sy(H) coercive et L € H'.
Alors, il existe un unique u € H tel que

VveH, B(uv)=Lv. (2.4.1)

Remarque 2.4.5. Le théoréme de Lax-Milgram permet de montrer I’existence et I'unicité
de solutions d’équations aux dérivées partielles dites elliptiques. En effet, on peut montrer
(voir [1], [2] et [6]) que la solution au sens faible d'une e.d.p. elliptique s’obtient comme
solution d’un probleme du type (2.4.1).

Démonstration. D’apreés le théoreme de représentation de Riesz, il existe f € H tel
que Lv = (f,v), pour tout v € H. D’apres la Proposition 2.1.9, la Remarque 2.4.2
et la Proposition 2.4.3, il existe T' € L(H) inversible tel que B(u,v) = (Tu,v), pour
tous u,v € H. Alors, (2.4.1) est équivalent a

VveH, (Tu,v)=/(fnv),

soit T'u = f qui admet bien une unique solution puisque 7" est inversible. O
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Chapitre 3

Opérateurs auto-adjoints

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux opérateurs dits auto-adjoints dont on étudie les
propriétés spectrales et pour lesquels on définit un calcul fonctionnel continu. Le cadre
est celui des espaces de Hilbert. Ainsi, dans tout le chapitre, (H, (-, -)) désigne un espace
de Hilbert sur K := R ou C et || - || la norme associée.

3.1 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Définition 3.1.1. Soit T' € L(H).
1. Ondit que T est un opérateur normal s’il commute avec son adjoint, i.e. TT* = T*T.
2. On dit que T est un opérateur auto-adjoint si 7' = 7" (on dit aussi symétrique
lorsque K := R et hermitien lorsque K := C).
Exemple 3.1.2. Soient a := (a,)n>0 € [*®(K) et T, Vopérateur défini sur H := [*(K) par

\V/ T = ({L‘n)nzo & H, Tax = (anxn)nzo-

On a vu (Td, fiche n°1) que 7, € £(H). De plus, on montre (voir Td, fiche n°2) que T
est défini par
Vo= (T €H, T,x = (Gyxn)n>o0-

En particulier, T, est auto-adjoint si et seulement si a € [*°(R). De plus, on vérifie aisément
que T, est normal.
Remarque 3.1.3. (voir Td, fiche n°2) Soit 7' € L(H).

1. Si T est auto-adjoint alors, pour tout x € H, (Tx,x) € R.

2. Si K:=C, T est auto-adjoint si et seulement si, pour tout z € H, (T'z,z) € R.

Proposition 3.1.4 (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoints). Soit T' € L(H) un
opérateur auto-adjoint. Alors,

1. Vp(T) C R.
2. A€ Vp(T) si et seulement si Im (AN —T) # H.
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3.8t A€ Vp(T), N # p, alors Ker(Al —T) LKer(ul —T), i.e. les sous-espaces
propres de T sont orthogonaux deuz d deu.

Démonstration.
1. Si A € Vp(T), alors il existe z € H\ {0} tel que Tz = Ax. Donc

yo Ona)  (Tea) g
el = el

2. D’apres la Proposition 2.3.1, on a
_ 1
Im (AT =T) = (Ker (A = T)")" = (Ker (X = T)) .

Puisque Vp(T) C R, A € Vp(T) si et seulement si A € Vp(T), ce qui est équivalent
_ — L
a Ker ()\I - T) # {0}, soit encore (Ker ()\[ - T)) # H. Donc A € Vp(T) si et seule-

ment si Im (M —T') # H.
3.SixeKer(AN —T)etye Ker(ul—T), alors

Tr=Xx et Ty=py.
Comme T'=T" et u € R, on obtient
A —p) (2, y) = Az, y) — (2, py) = (T, y) — (2, Ty) =0,
d’ou (z,y) = 0 car A # pu. Autrement dit, Ker (A1 —T') L Ker (ul —T). O

Théoréme 3.1.5 (Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints). On suppose H # {0}.
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf (Tz, ) et M := sup (Tz,z).

[[=]|=1 llz|=1
Alors,
1.m, M € [=|[T|,[|T||] C R,
2. m,M € o(T).

3. o(T) C [m, M].
4. ||T|| = sup{| (Tz,z)|, x € H et ||z|| =1}. En particulier, ||T|| = max (|m|, |M]).

Les points 2.,3. et 4. entrainent immédiatement

Corollaire 3.1.6. SiT € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors |T'|| = Jmax |A].
€o

Démonstration.
1. Soit € H tel que ||z|| = 1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

| (Tz, )| < ||T[{]«|* < |71
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Or, T étant auto-adjoint, (T'z,z) € R et donc
(T'z,z) € [T, [ITI]] C R.

On en déduit m, M € [—||T|,||T|]] C R.
2. On pose S := T — m1 et on note, pour tous z,y € H, Bs(x,y) := (Sx,y). Alors,
Bs € S;. De plus, m étant réel, on obtient pour tous z,y € H

BS(x7y> = (TZL’ - mx,y) = (T:U,y) - (mx,y)
= (:U,Ty) - (x,my) = (:U,Sy)
= Bs(y,x).

Donc Bg est hermitienne. Enfin, par définition de m, pour tout x € H\{0}, on a

d’ott m ||z||* < (Tx, ). Ainsi, on obtient
Bs(x,z) = (T2 —mux,2) = (Tx,z) —m||z||* >0,

et donc Bg est une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur H. D’apres 'inégalité de
Cauchy-Schwarz, pour tous x,y € H, on a

|BS(1‘7y)|2 S BS(‘/E"T) BS(yay))

soit encore

| (Sz,y)[* < (Sz,2) (Sy,9). (3.1.1)

D’une part, par définition de m, il existe une suite (z,),>0 de H avec ||z,|| = 1, pour
tout n € N| telle que

(Txyp, Ty) njoo m,

autrement dit
(Sxp,x,) — 0. (3.1.2)

n—-+00

D’autre part, en appliquant (3.1.1) avec z = x, et y = Sz, ou n € N, on obtient
| (Sz,, S2,) |* < (S, 1) (S(S2,), S1y)

On en déduit
S| |* < (S, ) [|S]][ Szl Sznll,

et donc
||Syo'n||2 < (Sxp,x0) ||S]]- (3.1.3)

Alors, d’apres (3.1.2) et (3.1.3), on obtient
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Finalement, supposons que m ¢ o(7T'), alors S =T — m [ est inversible et on a

z, =S 1Sz, — O,

n—-+o0o

ce qui est absurde puisque ||z,| = 1, pour tout n € N. Donc m € o(T). De plus, en
considérant 'opérateur —7T', on obtient

inf (=Tz,z) € o(-T),

llz]|=1
d’ou
M = sup (Txz,x) =— inf (—Tx,x) € o(T).

||| =1 ll=l[=1

3. Si A € K\[m, M], alors d := dist (X, [m, M]) > 0. Or, pour tout z € H \ {0}, on a

(i) 1) €l
= (r (i) ) e e

On en déduit que A I — T est coercif donc inversible, i.e. A € p(T).
4. Voir Td, fiche n° 2. O]

donc
(A2 —Ta,z)| =

Si 1" est auto-adjoint positif alors m > 0. On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.1.7. Un opérateur auto-adjoint T sur H est positif si et seulement si son
spectre o(T') est contenu dans R,
3.2 Calcul fonctionnel pour les opérateurs auto-adjoint

Théoréme 3.2.1 (Théoreme de l'image spectrale des opérateurs auto-adjoint). Soient
T € L(H) un opérateur auto-adjoint et P € K[X]. Alors, [’égalité

P(o(T)) = o(P(T)),
a liew méme si K :=R.
Démonstration. Voir Td, fiche n° 2. O]
Notation 3.2.2. Soit P € K[X] donné par

k
P(X) == > a, X", (3.2.1)
n=0
ok e€Netag,...,as € K. Alors, on note P € K[X] le polynéme défini par

k
P(X) = Y @, X
n=0
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Lorsque K: =R, on a P = P et,si K:=C, on a
P(z)=P(z), YzeC.
Remarque 3.2.3. Soient P € K[X]| et T' € L(H). Alors, on a
(P(T))* = P(T").

De plus, si T" auto-adjoint, on obtient

Proposition 3.2.4. Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint et P € K[X]. Alors,

[1P(T)|l = max [P(A)] (3.2.2)

Ao (T)

Démonstration. B
lére étape. On pose Q(T') := P(T)P(T). On va montrer que () est un opérateur auto-
adjoint positif de norme

IQ(T)|| = max [P(V)[*. (3.2.3)

Xeo(T)

Pour tous x,y € H, on a
(Q(T)z,y) = (P(T)P(T)x,y) = (P(T)x, P(T)y)

(z, P(T)P(T)y) = (2, Q(T)y),

et
(Q(T)z,2) = (P(T)x, P(T)x) = || P(T)x|* = 0.

Donc Q(T') est auto-adjoint positif. Alors, d’apres le Corollaire 3.1.6 et le Corollaire 3.1.7,
on a

T = max .
Q)] = max

D’apres le Théoreme 3.2.1, on obtient

T)|| = A= A).
QT = max A= max Q(3)

Comme o(T) C R, on a

max Q(\) = max P(A)P()\)

Aeo(T) A€o (T)
:)\IéanX (Zan/\ ) <nz:an/\ )
k
= /\IélamT() (Z an A > nz::O A
= max POV,
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ce qui donne (3.2.3).
2éme étape. Si w € L(H) alors

lww|| = [[w* wl]| = [Jwl|l*.
D’apres la Remarque 3.2.3, on en déduit
IP(T)|* = |P(T) (P(T))[| = [|P(T) P(T)]|.
D’apres 1'égalité (3.2.3), on obtient alors

IP@)IF = max [P,

Aeo (T
dont on déduit (3.2.2). O

Notation 3.2.5. Soit K un compact de R.

1. On désigne par C(K;K) le K-espace vectoriel des fonctions continues de K dans K.
On muni cet espace de la norme de la convergence uniforme || - || .

2. P(K) désigne le sous-espace vectoriel de C'(K; K) constitué des polynéomes de K[X]
restreints a K.

Lemme 3.2.6. Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint et P € P(co(T)). Soient
Q, R € K[X] deux prolongements de P a K. Alors, on a

On peut donc définir Uopérateur P(T') € L(H) en posant P(T) := Q(T), ou Q € K[X]

est n’importe quel prolongement de P a K.

Démonstration. D’apres le Proposition 3.2.4, on a

|Q(T) = R(T)|| = (@ — R)(T)|
= max (Q — R)(N)| = max (P = P)(\)| =0,

d’ou le résultat. O

Théoréme 3.2.7. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, l'application ® définie
de P(o(T')) dans L(H) par
o(P) = P(T),

se prolonge de maniéere unique 4 C(o(T);K) en une application linéaire isométrique 3.
Ainsi, pour toute f € C(o(T);K), on peut définir f(T) € L(H) en posant
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Démonstration. On montre en premier lieu que  est une application linéaire. Soient
P, e P(o(T)) et A\; € K, avec j =1,2. On a

CD()\1P1+)\2P2) :()\1P1—|—>\2P2)(T)
== )\1 Pl(T) + )\2 PQ(T)
== )\1 q)(Pl) -+ )\2 CI)(PQ)

De plus, @ est isométrique. En effet, si P € P(o(T)), on a

O(P = ||P(T)| = PN =|P|loo- 24
(Pl = [P = max [PO)] = 1Pl (3:2.4

Soit f € C(o(T);K). D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe une suite (P,),>1
de P(a(T)) telle que
P, — f dans C(o(T);K).

n—-+0o00

Comme L(H) est un espace de Banach, il existe un unique prolongement ® de qui soit
linéaire continu de C(o(7); K) dans £(H) défini par

O(f) = lim &(P,).

n—-+o0o

De plus, on a
HPnHoo - ||f||00a

n—-+00
et
12(Po) |l ey = 1| Palloos

car @ est une isométrie. On en déduit
1PN e = Jim ([O(F) ey = im [[Palloc = [1f]loo-

Donc & est une application linéaire isométrique. O

Remarque 3.2.8. Soit 7' € L(H) un opérateur auto-adjoint. Par construction, pour

feC(o(T);K), on a
f(T)= lim P,(T) dans L(H), (3.2.5)

n—-+0o
pour toute suite (P,),>; de K[X] qui approche f uniformément sur o (7).

Proposition 3.2.9. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Pour f,g € C(o(T);K),
on a

L (Af+pg) (1) =Af(T)+pg(T), VAipek
2. (fg)(T) = f(T)g(T).
3. (f(T))* = f(T), ot f(2) := f(2) pour tout z € o(T).

Démonstration. Laissée en exercice. O
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Théoréme 3.2.10 (Image Spectrale). Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint et
feCo(T);K). On a
fo(T) =a (f(T)).

Démonstration. Montrons l'inclusion o(f (7)) C f(o(T)). On fixe A ¢ f(o(7T)). On pose
g = (A=) €Co(T)K),
et on note 1 la fonction constante égale a 1. Alors, on a
{ A= f(T)g(T) =((A=g)(T)=1UT) =1
g M = f(T) =A== =UT) =1
donc AT — f(T) est inversible, d’ou A ¢ o(f(T')) et on a
Ry (f(T)) = (A= f)"(T). (3.2.6)

)

On en déduit
o (f(T)) C f(o(T)).
Pour montrer I'inclusion inverse, on utilise le résultat suivant qui sera démontré plus
bas.

Lemme 3.2.11. Soient T' € L(H) un opérateur auto-adjoint et f € C(o(T);K) d valeurs
réelles positives. Si f(T') est inversible, alors 0 ¢ f (o(T))

Soit A & o(f(T)). Alors, A\ I — f(T) est inversible, son adjoint A [ — f(T)* = NI — f(T)
aussi et donc le produit (A — f(T)) (XI - f(T)) I'est également. Or on a

AT = (D)) (AT =F(T)) = (A = AT = I(T) = A= (D).

La fonction g := |A— f|* € C(o(T); K) est a valeurs réelles positives et g(T) est inversible
donc, d’apres le Lemme 3.2.11, 0 ¢ g (o(7")). Ainsi, il n’existe pas x € o(T') tel que
A= fI*(z) = 0 et, a fortiori, tel que (A — f)(z) = 0. Autrement dit, 0 ¢ (A — f) (o(T)).

Donc A ¢ f (o(T )) et, finalement, f (o(7)) C o(f(T)). O

Démonstration du Lemme 3.2.11. Soit f € C(o(T); ) a valeurs réelles positives telle que
f(T) est inversible, i.e. 0 ¢ o(f(T)). Onao (f(T)) C f(o(T)) C R, donc —+ ¢ o (f(T))
pour tout n € N*. D’apres (3.2.6), on obtient

VaeN, Ry (/1) =~ - f>_1 (T).

1
n n
Puisque Papplication A — Ry (f (7)) est continue sur p(f(7")), on obtient par passage a
la limite

Ry (f(T)) = —f~H(T).
De plus, application f — f(7T') étant isométrique, on a

-1

1
= sup |-+ f(x)
xz€o(T) I T

voen, |r @y =|(-2-1)"

o0
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1 —1
Si 0 € f(o(T)) alors, sup |—+ f(z) > n. Alors, on aurait par passage a la li-
z€o(T) I T
mite ||f oo = ||Ro (f(T))|| = +o00, ce qui est absurde. Donc 0 & f (o(T)). O

Corollaire 3.2.12. Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint et f € C(o(T);K).
1. Lopérateur f(T) est auto-adjoint si et seulement si f est a valeurs réelles.

2. L’opérateur f(T) est auto-adjoint positif si et seulement si f > 0.

Démonstration. Soit P € P(co(T)), alors P* = P et donc P(T) est auto-adjoint si et
seulement si P = P ce qui équivaut, par définition de P, & P € R[X]. On en déduit 1. par
application du Théoreme 3.2.7. Pour la seconde équivalence, d’apres le Corollaire 3.1.7,
si f(T) est auto-adjoint alors f(T) est positif si et seulement si o(f(T)) C R*. Le 2. se
déduit alors du théoreme de I'image spectral. O

Exemple 3.2.13. Soient 7" un opérateur auto-adjoint positif, & > 0 et, pour tout = > 0,
f(z) :=z* Alors, f € C(0(T);K) et on peut définir T qui, d’apres le Corollaire 3.2.12,
est auto-adjoint positif. De plus, d’apres la Proposition 3.2.9, on a T°+# = T*T# pour
tous a, 8 > 0.
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Chapitre 4

Opérateurs compacts

Dans ce chapitre, on donne la définition et les propriétés élémentaires des opérateurs
compacts. Ensuite on étudie les propriétés spectrales des opérateurs compacts. Le cadre
est celui des espaces de Banach.

Ainsi, on désigne par (E, || - ||g), (F\]|-||r) et (G,]|| - ||c) des espaces de Banach sur
K := R ou C. De plus, pour tout K-espace vectoriel normé (X, ||-||x), on désigne par Bx
la boule unité fermée de X, 7.e.

By = {z e X ||lz|lx < 1}.

4.1 Deéfinition et propriétés

On rappelle que L(E, F') désigne 'espace de Banach sur K des opérateurs de F dans F,
tandis que L(E, F') désigne I'espace de Banach sur K des opérateurs bornés de E dans F'.

Définition 4.1.1. On dit que T est un opérateur compact de £ dans F'siT € L(E, F)

et T'(Bg) est un compact de F. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F' est noté
K(E, F). Lorsque E = F, on note simplement K(E, E) = K(E).

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique, un sous-ensemble Y de X est dit
relativement compact si son adhérence dans X est compacte. Alors, la Définition 4.1.1
est équivalente a 7' € KC(FE, F') si et seulement si T'(Bg) est relativement compact.

En particulier, il est alors immédiat que T' € KC(E, F) si et seulement T'(B) est relati-
vement compact pour toute partie bornée B de F'. On en déduit le résultat suivant :

Proposition 4.1.2 (Caractérisation des opérateurs compacts). Si T € L(E, F), alors les
propositions sutvantes sont équivalentes

1. TeK(E,F).

2. Pour toute suite bornée (v,)nen de E, la suite (T'xy,), oy admet une sous-suite qui
converge dans F.

Ci-dessous on rappelle le théoreme d’Ascoli qui est un outil classique et puissant pour
montrer qu’'un opérateur est compact.
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Théoréme 4.1.3 (Théoreme d’Ascoli). Soient K un espace compact et (X,d) un espace
métrique. Alors, une partie H de C'(K; X) est relativement compacte pour la topologie de
la convergence uniforme si et seulement si les deux conditions suivantes sont respectées :

1. H est équicontinue, i.e. pour tout x € K, on a
Ve>0,3VeV), VgeH, YyeV, dlg(z),g(y)) <e,

ou V(x) désigne l'ensemble des voisinages de x pour la distance d(-,-).

2. Pour tout x € K, l'ensemble H(x) :=={g(x) | g € H} est relativement compact.

Exemple 4.1.4. L’opérateur T de Volterra (primitive s’annulant en 0) défini sur E := C([0, 1]; K),
muni de la convergence uniforme || - ||, est compact.

En effet, on va utiliser le théoreme d’Ascoli avec K :=[0,1], X := K et H :=T'(Bg).
Soit f € Bg, pour x,y € [0, 1], on a

Tf(x) =Tf(y)| =

[ 50 at] <l 3l 1 < J 31

Soit x € K fixé. Alors, pour tout € > 0, il existe V :={y € K | |zt —y| < e} € V(x) tel
que, pour tout g € H et tout y € V, on a |g(x) — g(y)| < €. Autrement dit, H est bien
équicontinue. De plus, pour tout x € [0,1], H(z) est une partie de K donc si H(z) est
bornée alors H(z) est relativement compacte. Or, pour tout = € [0, 1], on a

VieBy [Tf@I< [ IfWld<a<t,

ce qui donne le résultat.

Exemple 4.1.5. Soient E := C([a,b]; K) muni de la convergence uniforme || - ||« et
K € C([a,b)*;K). Alors, 'opérateur intégral Ty défini par
b
VIEE, Tif@r) = [ K@y)fl)dy, Vel

a

est compact (voir Td, fiche n° 3).

On fera appel a plusieurs reprises au théoreme de Riesz (voir par exemple [4], page 43,
pour la démonstration) que I'on rappelle ci-dessous sous forme de lemme.

Lemme 4.1.6 (Théoreme de Riesz). Soit X un espace vectoriel normé. Alors, la boule
unité fermée de X est compacte si et seulement si X est de dimension finie.

Remarque 4.1.7.

1. Une application directe du théoreme de Riesz est que I'application identité sur X
est compacte si et seulement si X est de dimension finie.

2. Si F et F sont de dimensions infinies, le théoréme de Riesz entraine (voir Td,
fiche n° 3) que si T' € L(E, F) est inversible alors 7" n’est pas compact.
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Théoreme 4.1.8. K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E,F), en particu-
lier C(E, F) est un espace de Banach sur K.

Remarque 4.1.9. Si F n’est pas complet, le résultat peut étre faux (voir [4], p. 194).
Démonstration. Pour tout T' € K(E, F), on a

sup [[Tz|lp = sup |lyllr < sup_[lyllr < 400,
z€Bp yeT(BEg) yeT(Bg)

donc K(E,F) C L(E,F). De plus, 0 € K(E, F'). Montrons que IC(E, F') est stable par
combinaisons linéaires. Soient S,T € K(E,F) et A € K. D’apres la Proposition 4.1.2,
pour toute suite bornée (z,),en de E, il existe une sous-suite (SZym))nen de (S )nen
qui converge vers un point y de F. De méme, il existe une sous-suite (TZy(p(n)))nen de
(T p(n))nen qui converge vers un point z de F'. Finalement, on obtient

(S + A T)$w(¢(n)) — Y+ Az

n—-+0o00

En conclusion, pour toute suite bornée (z,)nen de E, la suite ((S + AT)xy,),, oy admet une
sous-suite ((S + A1)y (p(n)))nen qui converge dans F. On en déduit, d’apres la Proposi-
tion 4.1.2, que S+ AT € K(E, F) donc K(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(FE, F).

Il reste a montrer que l'espace vectoriel IC(E, F') muni de la norme induite par celle

de L(E, F) est fermé. Soit T' € IC(E, F). Alors, il existe une suite (7},),en de K(E, F) qui
converge dans L(E, F') vers T. On veut montrer que 1" € K(FE, F') donc que T'(Bg) est un
compact de F.

On rappelle un résultat classique de topologie (voir par exemple [4], page 13, pour la
démonstration) qui sera utile pour la suite.

Lemme 4.1.10. Si K est un fermé d’un espace métrique complet (X,d), alors K est
compact si et seulement si pour tout € > 0, il existe n € N* et yy,...,y, € X tels que

K C U B(yi,e),

i=1
ou B(y;,e) = {z € X |d(z,y;) < e}.
Soit ¢ > 0. Il existe ny € N tel que ||T,,, — T|| < ¢/4. Or T,,, € K(E,F) donc

T,,(Bg) est un compact de F. En particulier, d’apres le Lemme 4.1.10, il existe n € N*
et y1,...,Yn € F' tels que

" €
T.(Bg) C |J B (y 4) .
i=1
ou B(x,r) = {ye E||x—yl| <r}. Alors, si x € B, il existe ig € {1,...,n} tel que
£
T,,x € B (yio, 4) .

Ainsi, on obtient

€
1Tz = yioll - < 172 = Tg2| + [T = Yol < 1T = T || +

£
4

€

£
< - ==,
- 4 2

_|_
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d’ou
n

Tz eB <yi078> - U B (?/i>8> :
2) ~ 2 2
On en déduit
n €
T(Bg) c |J B (y 2) .
i=1

On obtient donc

n

T(Bg) C iLZJlB (yz', ;) - iL:JlB (yia ;) c U By e),

1=1

ce qui donne le résultat d’apres le Lemme 4.1.10. O

On termine cette section avec une propriété sur la composition des opérateurs com-
pacts.

Proposition 4.1.11. Soient T € L(E,F) et S € L(F,G). Si S ou T est compact alors
ST est compact.

Démonstration. Si T € IC(E, F). Alors, pour toute suite bornée (x,),en de E, la suite
(T'wy,)nen admet une sous-suite (7'Ty () )nen qui converge vers un point y € F. Puisque S
est continu, (S(TTym)))nen converge vers Sy € G. Donc ST € K(E, G).

Si S € K(F,G). Alors, pour toute suite (z,),eny d’éléments de E bornée par une
constante M, la suite (T'z,)nen est une suite bornée dans F. En effet, pour tout n € N,
on a

T2allp < T [2al 5 < M T

Comme S € K(F,G), la suite (S(Tx,))neny admet une sous-suite (S(Tx¢(n)))k€N qui
converge vers un point z € G. Donc ST € K(E, G). O

4.2 Opérateurs de rang fini
Dans cette section, on s’intéresse a des opérateurs compacts particuliers.

Définition 4.2.1. Soit T € L(E,F). On dit que T est un opérateur de rang fini
si Im(7T") est de dimension finie.

Exemple 4.2.2. Soient E := LP(]0, 1[;R) et T l'opérateur défini sur E par

VfeE Tf(z) = /Olazy(l—xy)f(y) dy, V€l

Alors, T est a valeurs dans F' := Ry[X] (espace des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a 2). Comme F est de dimension finie, 'opérateur 7" est de rang fini.

Proposition 4.2.3. Tout opérateur borné de rang fini est compact.
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Démonstration. Soit T € L(E, F) un opérateur de rang fini. L’opérateur T est continu
donc, pour tout = € B, ||Tz|| < ||T||. Alors, T'(Bg) est borné dans F' et, par conséquent,
T(Bg) aussi. De plus, Im(7) est fermé car c’est un espace vectoriel de dimension finie,
d'ouT(Bg) C Im(T") = Im(7T). Finalement, T'( Bg) est un fermé borné de I’espace vectoriel
de dimension finie Im(7’), ¢’est donc un compact de Im(7T), d’ou T € K(E, F). O

L’espace IC(F, F) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. On en
déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.2.4. Toute limite dans L(E, F') d’opérateurs de rang fini est un opérateur
compact.

La réciproque est fausse en général mais si F' est un espace de Hilbert, on a le résultat
suivant :

Théoréme 4.2.5. Soient (H, (-,-)) un espace de Hilbert sur K et T € K(E, H). Alors, il
existe une suite (T,,)nen de L(E, H), d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans
L(B, H).

Démonstration. Soit n € N fixé. D’apres le Lemme 4.1.10, puisque T'(Bg) est un compact
de H, il existe k, € N* et y1,...,yx, € H tels que

T(Bg) C QB <yni1) (4.2.1)

ou B(y,r) =={zx € H | ||x —y|| <r}. Or L,, := Vect{yi,...,yx,} est un espace vec-
toriel de dimension finie, donc un fermé de 'espace de Hilbert H, d'ott H = L, & L.
Soit P, € L(H) la projection orthogonale de H sur L,. Alors, T,, := P,T € L(E, H) est
un opérateur de rang fini puisque

dim(Im(75,)) = dim (Im(P, 7)) < dim(L,,) < k.

Enfin, pour z € Bg, d’apres (4.2.1), il existe ig € {1,...,k,} tel que

T il < ——
T2 = gl < —.
Mais y;, € L,, et P, Tx est la projection orthogonale de T'x sur L,, donc

|Tx — P,Tz| = dist(Tz, L,) < ||Tz — y;,|| < —— T

Finalement , on obtient

v B Ty —Thz|| < ——
v€ B, Tz Tall < —.

1
don [|T - T,|| £ —. O
n+1

On termine cette section avec une derniere propriété sur les opérateurs de rang fini.
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Proposition 4.2.6. Soit T € IKC(E, F). Alors, Im(T') est fermé si et seulement si T est
de rang fini.

Démonstration. Si Im(T) est fermé dans 'espace de Banach F,| c’est aussi un espace
de Banach. Alors, T' est un opérateur continu et surjectif de I’espace de Banach E sur
I'espace de Banach Im(T"). D’apres le théoreme de 'application ouverte, T" est ouverte, i.e.
T transforme tout ouvert de F en un ouvert de F. La boule fermée B est un voisinage
de 0 dans E et T est ouverte, donc T(Bg) est un voisinage de 7(0) = 0 dans Im(7).
Alors, il existe r > 0 tel que

B (1)(0,7) := {y € Im(T) [ |ly[| < r} C T(Bg).

Alors, 'adhérence BIm(T)(O,r)F de By (1)(0,7) dans F' est un fermé dans le compact

T(Bg), c’est donc un compact de F. De plus, on a

Bim (0,7) ¢ T(Bg)' ¢ Im(T)" = Im(T),

d’ott Bim(r) (0, T‘)F est un compact de Im(7"). On en déduit que la boule unité de Im(7") est

un compact de Im(7’), ce qui prouve que Im(7") est de dimension finie d’apres le Lemme 4.1.6.
La réciproque est évidente : si T' est un opérateur de rang fini, alors Im(7") est un

espace vectoriel de dimension finie et donc est un fermé. O

4.3 Propriétés spectrales des opérateurs compacts

Rappels 4.3.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que F' admet un supplé-
mentaire topologique dans E s’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que
i) E=F®QG, ie pour tout z € E, il existe un unique couple (p(z),q(z)) € F x G
tel que z = p(z) + q(z),
i1) Uapplication p de E dans E ainsi définie est linéaire et continue.

Remarque 4.3.2. Si F' admet un supplémentaire topologique G dans F alors F' et G
sont fermés dans E. De plus, si F est de dimension finie, alors F' admet un supplémentaire
topologique.

Lemme 4.3.3. SiT € K(FE), alors F' := Ker(I—T) est de dimension finie. En particulier,
d’apreés la Remarque 4.3.2, F' admet donc un supplémentaire topologique G.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que T'(Br) = Bp. En effet, par définition
de F, tout élément y de F vérifie y = Ty. Comme F = (I —T)7'({0}) est un fermé de E,
Br = B N F est aussi un fermé de E. De plus, puisque Br C Bpg, on a

Br = T(BF) C T(BE),
d’ott B est un fermé de E, inclus dans T'(Bg), qui est un compact de E car T' € K(E).
Donc Bp est un compact de F'. On en déduit, d’apres le Lemme 4.1.6, que F est de
dimension finie. O]
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Lemme 4.3.4. Soient T € K(FE), F := Ker(I —T) et G le supplémentaire topologique
de F. Alors, Uopérateur S := (I —T)|q est linéaire, continu et injectif. De plus, il existe
une constante C > 0 telle que, pour tout x € G, on a ||Sz||g > C||z||&-

Remarque 4.3.5. D’apres le Corollaire 1.1.4, on en déduit Im(S) = Im(S).

Démonstration. L’application I—T est linéaire continue donc S aussi. De plus, si z € Ker(.9),
alors x € G et (I —T)x = 0. Autrement dit, z € FFNG = {0}, dou x = 0. Ce qui
montre que S est injectif. Supposons que I'inégalité soit fausse, alors, pour tout n € N*,

il existe x,, € G tel que

1
Szl < " E21)E (4.3.1)

En particulier, ||z,||g # 0. Pour n € N*, on pose y, := z,/||z,||g € Bg N G. Puisque
T € K(E), il existe une sous-suite (Tyn, Jken de (TYn)nen €t z € E tels que

TYn, k—>—+>oo z.

Or, d’apres (4.3.1), on a
1 *
SYnlle < —, V¥, €N, (4.3.2)
ng
d’ott
Ynp = Synk + T'yn, k—>—+>oo =

De plus, pour tout k € N*, 4, € G donc 2z € G = G. Puisque S est continue sur G, on
obtient

D’apres (4.3.2), on en déduit Sz = 0. Or S est injectif, d’ott z = 0. Ce qui est absurde car

lzlle = lim ||y ||z =1,
+oo

k—

d’ou le résultat. O
Proposition 4.3.6. Si T € K(FE) alors Im(I —T) est fermé dans E.

Démonstration. On note F := Ker(I —T') et G le supplémentaire topologique de F'. Soit
z € Im(I —T). Alors, il existe (z,)nen une suite dans E telle que
Zn — 1Tz, — =z
n——+00
Puisque £ = F @ G, pour tout n € N, il existe (x,,y,) € F X G tel que z, = x, + yn.
Soit S := (I — T);g. Comme, pour tout n € N, z, € F' = Ker( —=T), i.e. v, — Tz, =0,
on a
StYn =Yn —Typ =20 — Tz — (v, — Tx,) —> 2,

n—-+4o0o

D’apres la Remarque 4.3.5, on en déduit

z € Im(S) =Im(S) C Im(/ — T,

d’ou le résultat. O
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Dans la suite, on fera appel au résultat général de topologie suivant :

Lemme 4.3.7. Soit (X, || -||) un espace vectoriel normé sur K. Si'Y est un sous-espace
vectoriel fermé de X, distinct de X, alors il existe v € X tel que ||z|| =1 et d(z,Y) > 1/2.

Démonstration. Puisque X\Y = X\Y # 0, on peut choisir y € X\Y. On pose
d == d(y,Y)>0.

Alors, il existe z € Y tel que 0 < ||y—z]|| < 2J. On pose x := (y—=z)/||ly—z||, alors ||z|| =1
et, pour tout t € Y, on a

4] L lly — =1/ ¢
€T — — y—Z— y_Z
e
1 .
=Dyl ot umztlly—clltey
lly — 2|
1 1
> —dy.Y)=—
=z 55 MW Y) =3,
donc d(z,Y) > 1/2. O

Théoreme 4.3.8. Soit T € K(E). Alors, I — T est injectif si et seulement si [ —T est
inversible.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si I — T est injectif, alors I — T est surjectif. On
raisonne par I’absurde en supposant que I — T n’est pas surjectif.
lére étape. Pour tout n € N, on pose E, := Im((/ — T)"). Comme [ — T n’est pas
surjectif on a Fy & E = Ey. Montrons par récurrence la propriété

E, est fermé dans E et E, .1 G E,. (Pn)

La propriété (Py) est vérifiée d’apres la Proposition 4.3.6 et car Fy & Ey. Supposons
maintenant que (P,) est vérifiée et montrons que (P,41) est vraie. Comme FE, 1 C E,,
ona (I —T)(E, C E,, dou T(E,) C E,. Ainsi, on peut définir T, := Tg, € L(E,).
On a

7E — J—

T.(Bg,) " =T(Bg,) N E, C T(Bg) N E,.

Or T(Bg) est un compact de E et, comme (P,) est vérifiée, E,, est fermé dans F, donc

T(Bg)N E, est un compact de E, et Tn(BEn)En aussi, d'ou T, € K(FE,). D’apres la Pro-
position 4.3.6 appliquée a T, Im (Ig, — T,,) est fermé dans F,, donc dans E. Or on a

B = (I —T)(E,) = (I, — T,) (E,) = Im(I, — Tp).

On en déduit que
E, 11 est fermé dans E. (4.3.3)

De plus, en utilisant E, 1 & E,, et I'injectivité de I — T on obtient

Eniz = (I =T)(Ep1) & (I = T)(En) = Eps1. (4.3.4)
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Finalement (4.3.3) et (4.3.4) montrent que (P,+1) est vérifiée.
2éme étape. D’apres la 1eére étape, pour tout n € N, la propriété (P,,) est vérifiée. D’apres
le Lemme 4.3.7 appliqué & X = E, et Y = E,4, il existe z,, € E,, tel que ||z,|| =1 et
d(x,, E,11) > 1/2. Alors, pour tous p,q € N avec ¢ > p, on a

Tx,€e E,CEyyq et (I —T)x, € By,
d'ou Tz, + (I —T)x, € Epty1. On en déduit
[Ty = Tagl| = |lap — (Tzg + (I = T)xy)|
> d(zp, Epi1) 2 1/2.

La derniére inégalité montre que (T'x,)neny n’admet pas de sous-suite convergente, ce qui
est en contradiction avec le fait que 7' € K(E) et que la suite (x,,)nen est bornée dans E.

Finalement, on en déduit que I — T est surjectif. O
Lemme 4.3.9. Soient (X, || - ||) un espace vectoriel normé sur K et (e,)nen une famille
libre de vecteurs de X. Pour tout n € N, on pose X,, := Vect{ey,...,e,}. Alors, il eziste

une famille libre (fy),cy de X telle que, pour tout n € N, on a

1
Xn:VGCt{fo,...,fn}, ||fn‘|:1 et d(fn+17Xn)Z§

Soit T € L(X) tel qu’il existe une suite (\,), .y de K vérifiant

neN
VneN, Te, = \, €n. (4.3.5)
Alors, on a
VineN, (Ol —T)fo € X (4.3.6)
Démonstration. On procede par récurrence. On pose fo = eo/||eol]. On a Xy & X

et Xy est fermé dans X;, puisque Xy est de dimension finie. On peut donc appliquer
le Lemme 4.3.7 avec Y = Xy et X = Xy, on en déduit qu’il existe f; € X; tel que

[fill =1 et d(fi1,Xo) >

De I'inégalité d(f1, Xo) > 1/2, on déduit f; ¢ Xy, donc la famille { fy, f1} est libre dans X;.
Or dim(X;) = 2, d’ou X; = Vect{fy, f1}. On construit de méme, par récurrence, tous

les f,.
Supposons que (4.3.5) a lieu. Comme f,1; € X,,41, on a

DN | —

n+1

Jny1 = Zﬁiei, ot fo,..., B €K
i=0

Alors, on obtient

n+1 n+1

At fov1 = D Bidnsrer et Tl =Y Bidie.
i=0 =0

Autrement dit, (A\yy1 [ = T) froi1 = i Bi (Ans1 — N) € € X, O
=0
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Lemme 4.3.10. Soient T' € IC(E) et ¢ > 0. Alors, l’ensemble
{A e Vp(T) [ [A] = €},
est fini.

Démonstration. Supposons le résultat faux. Alors, il existe une suite (\,;)nen de Vp(T)
dont les éléments sont distincts les uns des autres et vérifient, pour tout n € N, |A,| > .
Par définition de Vp(7'), il existe une suite (e,,)nen de E\{0} telle que

VneN, Te,=\e,.

Comme (A,)nen est une suite de valeurs propres de T, 2 a 2 distinctes, la suite (e,,)nen
forme une famille libre de E. Pour tout n € N, on pose

E, := Vect{eg,...,en}.

D’apres le Lemme 4.3.9, il existe une famille libre ( f,,),en de E telle que, pour tout n € N,
on a

E, = Vect{fo,..., fu}, (4.3.7)
MFll=1 et d(fun B > (13.8)

et
i1 I —T) for1 € En. (4.3.9)

Soit n € N, on pose y,, :== A\, f,, € E,. Comme |\,| > e et [|fu|]| =1, on a [jy,]| <e '
Soient p,q € N* ¢ > p. D’apres (4.3.9), on a

A AT =T)f, € By
De plus, d’apres (4.3.7), on a les inclusions suivantes
Ty, € T (E,) C E, C Ey.

On en déduit Ty, + A, (A I = T) f, € Eq_y1. Alors, d’apres (4.3.8), on obtient

||T?/q _T?/pH = ||fq - (Typ+fq _qu) | = ||fq - (Typ+fq - )‘;1 qu) |
=|[fq = (Typ+ Agl(AqI _T)fq) | (4.3.10)
1

> d(féqufl) > 5
Or, pour tout n € N, |jy,|| < e d’ou la suite (y,),cy est bornée et donc, comme

T € K(F), la suite (T, )nen admet une sous-suite qui converge dans E, ce qui est impos-
sible d’apres (4.3.10). O

Théoréme 4.3.11 (Théoreme spectral des opérateurs compacts). Soit T € K(E).
1. Si E est de dimension infinie, alors 0 € o(T).
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2. Vp(T) \ {0} = o(T) \ {0} et, pour tout A\ € o(T) \ {0}, le sous-espace propre
associé Ker(N I — T') est de dimension finie.

3. Le spectre o(T) de T est dénombrable. De plus, s’il est infini, les éléments de
o(T)\ {0} forment une suite (\;)nen de K telle que

VneN, [ A < |\ et lim A, =0.

n—-+oo

Démonstration.

1. Si 0 ¢ o(T) alors T est inversible dans L(E) et I = T7'T € K(E) d’apres la Propo-
sition 4.1.11. Or d’apres la Remarque 4.1.7, I'opérateur identité de F est compact si et
seulement si F est de dimension finie.

2.0na X e€o(T)\ {0} siet seulement si A # 0 et AI — T est non inversible dans L(F),
ce qui équivaut encore & A # 0 et I — A1 T est non inversible dans £(E). Or, d’apres
la Proposition 4.3.8 appliquée & A~ T, I — A\7'T n’est pas inversible dans L(E) si et
seulement si I — A™! T n’est pas injectif. Donc A € o(T) \ {0} si et seulement si \ # 0
et A € Vp(T). De plus, d’apres le Lemme 4.3.3, Ker(I — A™'T) est de dimension finie
donc Ker(A I — T') est de dimension finie.

3. D’apres le Lemme 4.3.10 et 2., pour tout € > 0 U'ensemble {\ € o(T') | |\| > €} est fini.
Soit n € N* fixé. Alors I'ensemble {A € o(T) | |A| > 1/n} est fini, soient Ag,..., A\, ses
éléments classés de la fagon suivante :

Aol =+ = [Age| 2

S|

De méme, ’ensemble
1 1
A, = S T)| — < |A < —¢,
{ € ol )‘n+1_‘ |<n}

est fini. On pose A, = {Agi1,---, Ay b OU les \; sont classés de la fagon suivante

1 1
n+1 §|)\n1|§S’)\no+l|<5§|/\no|§§’)\0’

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de o(7")\ {0} en une suite
(An)en qui décroit, en module, vers 0. ]

Corollaire 4.3.12 (Alternative de Fredholm). Soient T € K(E) et A € C, A # 0. On
considere ['équation de Fredholm : pour y € E, trouver x € E tel que

A —Tx =y, (4.3.11)

alors deux cas sont possibles :
1. soit, pour tout y € E, il existe un unique v € E solution de (4.3.11),
2. soit, ’équation homogéne \x — T'x = 0 admet une solution x # 0.

Dans le second cas, l'équation (4.3.11) admet une solution (non unique) si et seulement
siyelIm(NI —1T).
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Démonstration. Si X ¢ Vp(T'), NI — T est injectif donc inversible d’ou 'unicité de la
solution de (4.3.11). Si A € Vp(7)), il existe g € E \ {0} tel que Azg — T'xg = 0. O

Remarque 4.3.13. On a vu au chapitre 2 (Remarque 2.4.5) que le théoreme de Lax-
Milgram permet de montrer l'existence et 1'unicité de solution de certaines e.d.p. ellip-
tiques. L’alternative de Fredholm permet, entre autre, de montrer ’existence et I'unicité
de solution d’e.d.p. elliptiques ne vérifiant plus des conditions de coercivité.
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Chapitre 5

Opérateurs auto-adjoints compacts

Un résultat classique d’algebre linéaire affirme qu’en dimension finie tout opérateur
auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée. Le but de ce chapitre est de
généraliser ce résultat en dimension infinie mais, pour ce faire, il est nécessaire d’ajouter
une hypothese de compacité et donc de considérer des opérateurs auto-adjoints compacts.

Le cadre est celui des espaces de Hilbert et, dans tout le chapitre, (H, (-,-)) désigne
un espace de Hilbert sur K := R ou C, non réduit a {0}.

5.1 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints
de rang fini

Dans cette section, on considere le cas particulier des opérateurs de rang fini. On
rappelle ci-dessous le résultat classique qui affirme que, en dimension finie, tout opérateur
auto-adjoint est diagonalisable dans une base orthonormée.

Théoréme 5.1.1 (Théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints en dimension
finie). Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint. Si H est de dimension finie n, alors

1. les sous-espaces propres Ker(AI —T), ou A € Vp(T'), sont 2 a 2 orthogonaux,

2. T est diagonalisable dans une base orthonormale et

H= &t Ker(\ -T),
AeVP(T)

3. T admet la décomposition spectrale suivante :

T: Z )\P)\: Z )\P)\,

AEVD(T) AeVDP(T)\{0}
ot Py est la projection orthogonale de H sur Ker(A Il —T).
Pour les opérateurs de rang fini, on a tout d’abord le résultat auxiliaire suivant :

Proposition 5.1.2. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini.
1. H=1m(T) ®* Ker(T).
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2. Si H est de dimension infinie, alors 0 € Vp(T') et Ker(T') est de dimension infinie.
3. Vp(T) =o(T).
4. Pour tout A € Vp(T') \ {0}, Ker(AI —T') est de dimension finie.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.3.1, on a
Ker(T) = (Im(T*))" = (Im(T)) ™.
Or Im(T") est fermé, car de dimension finie, donc
H =Tm(T) @ (Im(T))" = Im(T") & Ker(T),

ce qui donne le résultat.

Lorsque H est de dimension infinie, on en déduit 2. puisque Im(7") de dimension finie.
Les propriétés 3. et 4. sont alors simplement des conséquences du théoreme spectral des
opérateurs compacts (Théoreme 4.3.11). O

Lemme 5.1.3. Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini et Ty sa restric-
tion a Im(T'), i.e. Ty := Tjim(r), alors

1. Ty € L(Im(T)) et est auto-adjoint.

2. Ty est inversible et 0 ¢ Vp(T}).

3. Vp(T1) = Vp(T) \ {0}

4. Pour tout A € Vp(T1), Ker(AI —Ty) = Ker(A\I — T).

Démonstration. Si Im(T) = {0}, alors H = Ker(T) donc T' = 0 et le résultat est trivial.
Dans la suite, on suppose Im(7") # {0}.

1. T} est un opérateur auto-adjoint continu car 1" ’est.

2. Si xz € Im(7T) vérifie Tyx = 0, alors x € Im(7T) N Ker(7') = {0} d’apres la Proposi-
tion 5.1.2. Donc T} est injectif et, comme Im(7") est de dimension finie, T} est inversible.
Puisque T} est injectif, on obtient aussi 0 ¢ Vp(77).

3. Comme T = Tjim(r), il est clair que Vp(T7) C Vp(T)\{0}. Réciproquement, si Tx = A
avec A # 0, alors x = T(A\"'z) € Im(T), donc Vp(T) \ {0} C Vp(Ty).

4. Soit A € Vp(11). Si x € Ker(AI — T7), alors A\x = Tyx = Tx donc = € Ker(AI — T).
Réciproquement, si x € Ker(A\I — T), alors x = T(A\7'z) € Im(T) d’on Az = Tz = T\x
et © € Ker(A ] —T7). O

Théoréme 5.1.4 (Théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints de rang fini). Soit
T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini. Alors,

1. Vp(T) est fini.

2. H= &t Ker(A\I[-T).

AeVDP(T)
3. T admet la décomposition spectrale suivante :
T= > APh= Y AP, (5.1.1)
AEVD(T) AeVP(T)\{0}

ot Py est la projection orthogonale de H sur Ker(Al —T).
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Démonstration. On note 11 := Tjyy(1).

1. Comme Im(T") est de dimension finie, Vp(T}) est fini. Or, d’apreés le Lemme 5.1.3,
Vp(T)\ {0} = Vp(T}), d’ou le résultat.

2. Puisque T} € L(Im(T")) est auto-adjoint et que Im(7") est de dimension finie, le Théo-
reme 5.1.1 appliqué a T} entraine

Im(T)= @&* Kee(\-T))= @&~ Ker(\-T),
AEVD(TY) AEVP(T)\{0}

Si 0 ¢ Vp(T'), alors Ker(T') = {0} donc

H=Im(T)®Ker(T) =Im(T) = &+ KerAI-T)= @&+ Ker(Al —-T).
AeVP(T)\{0} AEVD(T)

Si 0 € Vp(T) alors

H=Im(T)®Ker(T)= @ Ker(\-T)@ Ker(T)= @+ Ker(AI-T).
AeVp(T)\{0} AeVp(T)

3. Pour x € H, d’aprés le 2., on a

r= Y x\, ot z,€Ker(A-T).
AeVp(T)

On en déduit

Z Ty = Z ATy = Z A Pyx.

AeVD(T) AEVDP(T) AEVDP(T)

Remarque 5.1.5.

1. On retiendra que si T' € L(H) est un opérateur auto-adjoint de rang fini, alors,
quitte a considérer la somme directe H = Im(7T") @ Ker(T'), on peut ramener 1’étude
spectrale de T', a celle de 'opérateur T induit par 7" sur Im(7"). On peut alors
appliquer a 77 le Théoreme 5.1.1 (Théoréme spectral en dimension finie) vu que
Im(7") est de dimension finie.

2. On remarquera que la décomposition spectrale (5.1.1) a un sens car la somme est
finie puisque Vp(T') est fini. Si I'on ne suppose plus T' de rang fini, & priori Vp(T')
peut ne plus étre fini. Alors, il est nécessaire de pouvoir définir une somme infinie
d’opérateurs, c’est I’objet du rappel ci-dessous.

5.2 Rappels sur les familles sommables et bases hil-
bertiennes

Les résultats de cette section sont donnés sans démonstration pour lesquelles on renvoie
au cours d’analyse fonctionnelle du ler semestre (voir aussi [2] et [4]).
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Définition 5.2.1. Une famille {z;};c; d’éléments d'un espace vectoriel normé (E, | - ||)
est dite sommable dans E de somme z si, pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble
fini Jy C I tel que, pour tout ensemble fini J O Jy, on a

xr — Z z;|| <€
jed
On note alors
iel
Proposition 5.2.2. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

1. Si{x;}ier est une famille sommable de E de somme x et T € L(E), alors la fa-
mille {T'x;}icr est sommable dans E de somme T'x.

2. Si {T;}icr est une famille sommable de L(E) de somme T et x € E, alors la fa-
mille {T;x}ier est sommable dans E de somme Tx.

Définition 5.2.3. Soit {e;}c; une famille d’éléments de H.

1. La famille {e;};c; est dite orthonormale si
Vi,jEI, (67;,6]'):67;]'.

2. La famille {e;};c; est dite totale si elle engendre un sous-espace vectoriel dense
dans H, i.e.

H = Vect{e; | i € I}.
Remarque 5.2.4. Toute famille orthonormale est libre.

Définition 5.2.5. Une famille orthonormale totale de H est appelée une base hilber-
tienne.

Remarque 5.2.6. Le Théoreme de Zorn, permet de montrer que tout espace de Hilbert
non réduit a {0} admet une base hilbertienne, sous 'axiome du choix. Sans I'axiome du
choix, on a existence d’'une base hilbertienne pour tout espace de Hilbert séparable.

Proposition 5.2.7. Soit {e;};c; une base hilbertienne de H. Alors, pour tout x € H,
on a

xr = Z (z,e;) e,

el

cette somme étant comprise au sens des familles sommables. De plus, pour tout x € H,

on a
2
l[l* =D I, eq)l"

el
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5.3 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints
compacts

Lemme 5.3.1. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors,
IT]] = max {|A] | A € Vp(T)}.
En particulier, si Vp(T)\ {0} = 0 alors T = 0.

Remarque 5.3.2. L’hypothese H # {0} est nécessaire afin d’assurer 'existence d’une
valeur propre. Par contre, 4. reste vrai si H = {0}.

Démonstration. Soit X\ € Vp(T), alors il existe e € H tel que ||e|| =1 et Te = Ae. Donc
Al =(Ne,e)l = [ (Te,e) | < | Tellllell < [ITI}]ell* = [|T1|-

De plus, puisque l'opérateur T' est auto-adjoint, d’apres le Théoreme 3.1.5, il existe
Xo € o(T) tel que [Ao] = ||T|]. Si Ao = 0 alors " = 0, dou 0 = Ay € Vp(T) (car H
est non réduit a {0}). Si A\g # 0, comme 7" est compact, on a
Ao € o(T)\{0} = Vp(T)\ {0} .
Donc Ay € Vp(T'). On en déduit
I} = Aol < max {[A] [ A e Vp(T)} < |[T]].
[

Lemme 5.3.3. Soient T' € L(H) un opérateur auto-adjoint compact et Ay, ..., A\ des
valeurs propres non nulles, 2 a 2 distinctes, de T'. Alors

k
1. H=Ga®*F, ou G := ®&Ker(M;I-T) et F := G
Jj=1

2. T(G) C G, T(F) CF et lopérateur Tr induit par T sur F est un opérateur auto-
adjoint compact.

4. SEVp(T)O\ {0} = {A1,..., \x}, alors T est de rang fini.
Démonstration.
1. Soit j € {1,...,k}. Comme \; # 0 et T est compact, Ker(\; I —T') est de dimension
k
finie. On en déduit que G' = A@lKer(AJ’ I —T) est un sous-espace de dimension finie de H,
]:
donc un fermé, d'on H = G & G*.
k
2.85ix e G, alorsx = Y ej,oue; € Ker(\; I —T),j=1,...,k, donc
j=1

k
TﬁL‘ZZ)\jejEG.

Jj=1
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Donc T(G) C G. Soit x € F. Alors, pour tout y € G, Ty € G donc (z,Ty) = 0
puisque F' = G*+. Puisque T est auto-adjoint, on obtient

VyedG, (Tz,y)=(x,Ty)=0,

ie. Tx € G+ = F, dott T(F) C F. De plus, Tr(Br) = T(Bg. N F) C T(Bg) N F.
Comme T est compact et F' fermé, on en déduit que Tr est compact.

3. Il est clair que 'on a l'inclusion Vp(Tr) C Vp(T). Supposons \; € Vp(Tr), ou
ie{l,...,k}, alors il existe e € F'\ {0} tel que Tre = \;e, d'on

k
ecKer(I-T)CG= @1Ker()\j I-T).

1=

Donc e € (F\{0}) NG =0, d’ot une contradiction. On en déduit

Vp(Tr) C VP(T)\ {1, ..o, Ak}

Réciproquement, si A € Vp(T')\ {A1, ..., \¢} alors il existe e € Ker(A I —T') \ {0} tel que
Te = Xe. Comme A ¢ {A,..., ¢}, Ker(A] — T) est orthogonal & G' . Donc

Ker(A\ —T) C G+ = F,

d’ou Tpe = Ae avec e € F'\ {0}, i.e. A € Vp(Tr).

4. Si Vp(T)\ {0} = {\1, ..., \x}, alors Vp(Tx) \ {0} = 0. Donc, d’apres le Lemme 5.3.1,
Tp = 0. Or si y € Im(T) alors il existe x € H tel que Tx = y. Ainsi, il existe
(xg,zr) € G X F tel que

y=T(xg+zp)=Trg+ Trap.

Or Trzp =0, ot y € T(G) C G. On en déduit Im(7) C G et le résultat puisque G est
de dimension finie. ]

Proposition 5.3.4. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, Vp(T') est
fini si et seulement si T est de rang fini.

Remarque 5.3.5. D’apres le théoreme spectral des opérateurs compacts (Théoreme 4.3.11),
si T' est un opérateur compact alors Vp(T') \ {0} = o(T) \ {0} et o(T) est dénombrable.
En particulier, on obtient que Vp(7T') est dénombrable. La Proposition 5.3.4 permet de
préciser ce résultat.

Démonstration. Si T est de rang fini alors Vp(T') est fini d’apres le théoréme spectral des
opérateurs de rang fini (Théoréme 5.1.4). Réciproquement, supposons que Vp(T) est fini.
Si T = 0 le résultat est immédiat. Sinon, d’apres le Lemme 5.3.1, Vp(T') \ {0} # 0. Alors,
on obtient

VR(T)\ {0} = {1, -5 Ak

ce qui donne le résultat d’apres le Lemme 5.3.3. O
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Théoréme 5.3.6 (Décomposition spectrale). Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint
compact. Alors, on a

T — Z APy = Z A Py, (5.3.1)
AeVD(T) AeVp(T)\{0}

au sens des familles sommables, ot Py est la projection orthogonale de H sur Ker(AI—T).

Démonstration. Si Vp(T') est fini alors, d’apres la Proposition 5.3.4, T" est de rang fini
et le résultat est connu (Théoreme 5.1.4). Donc on suppose Vp(T') infini dénombrable.
D’apres le théoréme spectral des opérateurs compacts (Théoréme 4.3.11), on a

Vp(T)\ {0} = {An | n € N7},

ou
VneN, |[Ai] < |\ et lim A, =0. (5.3.2)

n—-+o0o

Pour montrer que (5.3.1) a lieu au sens des familles sommables, on fixe ¢ > 0 et on
considére une partie finie J de Vp(7') \ {0}. On pose

Gy = ®@Ker\A\-T) et F; = G7.
xeJ

D’apres le Lemme 5.3.3, T(F;) C F; et Uopérateur T, induit par 7' sur F; est un
opérateur auto-adjoint compact vérifiant

Vp(TF,) \ {0} = (Vp(T') \ {0}) \ J.
Alors, d’apres le Lemme 5.3.1, on obtient
|| Tr, || = max {[A| [ A € Vp(T) \ J}.

Soit x € H. On vérifie aisément que Y ,c; P\ est le projecteur orthogonal sur G, alors
on a

r=x;+y;, ou wz;=» PaeG, et y;€F.
NeJ

D’apres le théoreme de Pythagore, on obtient
l]* = [l + [lya?,

ce qui entraine

|z — 2| = \/||yJ||2 < \/||93J||2 + [lys [ = [|z].
On en déduit

H(T— ZAPQx - ‘Tm— S AP = HTx— S TP
Aed AeJ Aed
_ HT(:U B PA;U) H T = 2)]|
AeJ

= 1Te, (& = 2)) [| < T [ |2 = 2]
< max {|A| [ A € Vp(T)\ J} [|l=].
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D’apres le Lemme 4.3.10, 'ensemble

K. = {A € Vp(T) | ]\ > 5}7

]

est fini. Ainsi, pour toute partie finie J D K., on a

(- gan):

AeJ

< max {[A[ | A € Vp(T) \ K.} [lz]| <e,

d’ou le résultat. O
On termine ce chapitre par trois conséquences du théoreme de décomposition spectrale.

Corollaire 5.3.7. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact.

1. L’espace Im(T') admet une base hilbertienne dénombrable { f,}nen formée des vec-
teurs propres de T' associés aux valeurs propres non nulles.

2. La suite (\y)nen des valeurs propres correspondants aux vecteurs propres (fn)nen
tend vers 0 et on a

VeeH Tx= Z/\n (x, fn) fo-
n>0
Remarque 5.3.8. Si T est de rang fini, alors Vp(7T') \ {0} est fini. D’apres le Corol-
laire 5.3.7, on en déduit que Im(7") admet une base orthonormale formée de vecteurs
propres de T

Démonstration.
1. Pour tout z € H, on a
Tr = Z )\P)\Q?,
AeVp(T)\{0}

d’oulIm(T) C @)L\EVp(T)\{O} Ker(AI —T). Deplus, si A € Vp(T')\{0} alors Ker(A\I — T') C Im(7),
on en déduit

m(T)= @ Ke(Al-T) (5.3.3)
AEVD(T)\{0}

On construit alors la base { f,, }nen en prenant la réunion des bases finies de chaque espace
propre Ker(A I — T') associés aux valeurs propres non nulles.

2. 51 A € Vp(T') \ {0} et x € H, alors P\x € Ker(A\I —T). Soit {ey,...,ex} une base
orthonormale de Ker(A I — T'), alors on obtient

k
T = Z (xvei) €i,
i=1
d’ou
k
Tz =) X (z,¢)e.
i=1

De par la construction de la base { f,, },en dans 1., on en déduit le résultat. O
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Corollaire 5.3.9. Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact et Py la projection
orthogonale de H sur Ker(AI —T), ou A € Vp(T). Alors, on a

H= @ Ke(\-T).

AEVDP(T)

En particulier, on a la décomposition

VeeH z= Z Pyx.

AeVp(T)

Démonstration. Comme T' est auto-adjoint, Ker(T") = Im(T)L. On en déduit H = Ker(T")®
Im(7'), ce qui donne le résultat d’apres (5.3.3). O

Corollaire 5.3.10. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Si H est séparable,
alors il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T .

Démonstration. Si H est séparable alors Ker(T") aussi. D’apres la Remarque 5.2.6, il existe
une base hilbertienne (e, ),>o de Ker(T). Puisque H = Ker(T) &+ Im(T) et que, d’apres
le Corollaire 5.3.7, il existe une base hilbertienne (f,,),>0 de Im(7"), on obtient une base
hilbertienne de H formée de vecteurs propres de 7' en regroupant les famille (e, ),>0

et (fn)n20~ D
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Chapitre 6

Application : valeurs propres d’un
probleme elliptique

Dans ce dernier chapitre, on donne une application du théoréme spectral des opéra-
teurs auto-adjoints compacts pour les équations aux dérivées partielles elliptiques. On
commence par le cas d'une formulation abstraite que 'on appliquera ensuite au cas de
I'opérateur Laplacien.

6.1 Probleme variationnel abstrait

Soient (V. (-,-)) et (H,(+,+)y) deux espaces de Hilbert réel tels que

{ V' C H avec injection compacte, (6.1.1)

V est dense dans H.

Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. On considere le
probléeme suivant (probléme spectral variationnel) :

Trouver A € Ret u € V \ {0} tels que
{ MO (6.1.2)

a(u,v) = A(u,v)y, VveV.

Définition 6.1.1. Si A € Ret u € V' \ {0} vérifient (6.1.2), on dit que A est une valeur
propre de la formulation variationnelle (6.1.2) et que u est un vecteur propre
associé.

Théoréme 6.1.2. Les valeurs propres de (6.1.2) forment une suite croissante (\g)k>1 de
réels positifs qui tend vers l’infini et il existe une base hilbertienne de H formée de vecteurs
propres (ug)k>1, i.e. qui vérifient

up € V\ {0}, et a(ug,v) = X (ug,v)y, YVoveW

De plus, (ug//Ar)k>1 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire af-,-).
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Démonstration. On va construire un opérateur auto-adjoint compact 7" associé a la forme
bilinéaire a(-,-). Pour f € H, on consideére le probleme :

{ Trouver u € V tel que (6.1.3)

a(u,v) = (f,v)y, VveV.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le probleme (6.1.3) admet une solution unique
u € V. On définit 'opérateur A de H dans V par u = Af, autrement dit A est 'opé-
rateur qui a f € H associe la solution u € V' de (6.1.3). L’injection Z de V dans H est
continue donc ||[v||g < ¢l|v||v pour tout v € V. En prenant v = Af comme fonction test
dans (6.1.3), on obtient

m|lAfI[ < a(Af, Af) = (f, Ay < 1fllu [IAfllz < cllflla 1Ay,

ou m est la constante de coercivité de a(-,-). On en déduit A € L(H,V). On pose
alors T :=ZA € L(H). D’apres la Proposition 4.1.11, I'injection Z de V dans H étant com-
pacte, T € K(H). Soient f,g € H, en prenant v = Ag comme fonction test dans (6.1.3),
on obtient

(f;Tg)y = (f, Ag)y = a(Af, Ag) = a(Ag, Af) = (9, Af )y = (0. Tf)y »

donc T est auto-adjoint et défini positif dans H. Le Corollaire 5.3.10 appliqué a T" entraine
qu’il existe une suite décroissante (ux)r>1 de réels positifs qui tend vers 0 et une base
hilbertienne (ug)r>1 de H formée de vecteurs propres de T, i.e.

De plus, uy € V puisque uy, = py " Tuy, = pi, "Auy € V. Le probleme (6.1.2) s’écrit encore
a(u,v) = A (u,v)y = Aa(Au,v), VvelV.

Ce qui équivaut & a(u — A Au,v) = 0 pour tout v € V, donc u = A Au = ATu. Ainsi les
valeurs propres de (6.1.2) sont les inverses des valeurs propres de T et les vecteurs propres
sont les mémes. Pour k£ > 1, on pose
u
Ao = — et wp =

Kk \/)\_k

Il reste a vérifier que (vy)g>1 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire af(-, ).
Pour k,5 > 1, 0n a

a(uk, uj) (uk, uj)
a\v 7’U- = —= )\
(v, 25) Ak A * Ak Aj

car (uy)r>1 est une base hilbertienne de H. Enfin on a le résultat en remarquant que
I'orthogonal de (vg)g>1 dans V' est contenu dans l'orthogonal de (ug)r>1 dans H qui est
réduit a {0}. O

- 6k])
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6.2 Valeurs propres du Laplacien

On va appliquer le résultat précédent pour l'opérateur laplacien. Afin dénoncer la
formulation faible du probleme —Au = Au dans Q avec u = 0 sur 02 ont rappelle
quelques notions sur les espaces de Sobolev (voir, par exemple, [1] et [6]).

Définition 6.2.1. Soit © un ouvert de R
1. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par
HYQ) = {u € L*(Q) | Vu € L*(Q)%}. (6.2.1)

L’espace de Sobolev H'(€) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)
défini par

(u,v) = / uv dx —I—/ Vu- Vo dx. (6.2.2)
Q Q

2. L’espace H{(f2) est défini comme étant P'adhérence de C°(€2) dans H'((Q).

Théoréme 6.2.2. Soit Q un ouvert borné réqulier de classe C. Alors H} () est donné
par

Hy(Q) = {ve H(Q) | vaa =0 sur 9Q}. (6.2.3)

Remarque 6.2.3. L’écriture vjpo = 0 est simplement une notation. Elle signifie que la
trace de v su 052 est nulle (voir [1] et [6]).

Proposition 6.2.4 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert de R? borné dans une
direction d’espace (ou plus). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vo e Hi(Q), / of? dz < c/ Vol? da. (6.2.4)
Q Q
Théoréme 6.2.5 (Rellich). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. L’injection
de HY(Q) dans L*(2) est compacte.

La formulation faible du probleme —Au = Awu dans €2 avec u = 0 sur 02 est la

suivante :
Trouver u € Hy(Q) telle que

/VU-VU dx:)\/uv dr, Vv e HyQ).

Q Q

On obtient bien un probléeme du type (6.1.2) avec H := L*(Q), V := H}(Q) et a(-,-) est
la forme bilinéaire symétrique définie sur V' par

a(u,v) = /Vu~VU dx
Q

L’injection de V' dans H est compacte d’apres le Théoréme 6.2.5. De plus, 1'espace C2°(£2)
étant dense dans L?(2) et H (), H3 () est dense dans L*(©2). On est donc bien dans les
conditions du Théoreme 6.1.2 et on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6.2.6. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C* de R®. Alors, il existe
une suite croissante (Ax)gp>1 de réels positifs qui tend vers l'infini et une base hilber-
tienne (ug)p>1 de L*(Q) telle que

up € Hy(2) et — Aup = Muy  p.p. dans Q. (6.2.5)
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